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【教材分析】

七个版本新教材中平面向量
投影内容比较与编写建议

张志刚

　 　 【摘　 要】数学课程标准明确了“向量的投影是从高维空间到低维子空间的一种线性变换”,将平面向量

投影的结果由“数量”变为“向量”,并引入了“投影向量”的概念. 选取七个版本新教材中“平面向量投影”内容

作为研究对象,对编排顺序、问题情境、课程内容、投影向量表达式、例题和习题配置等统计分析,发现各版本

教材都提出了投影、投影向量的概念,部分版本教材推导了投影向量的表达式,并提出教材编写建议.
　 　 【关键词】新教材;平面向量投影;内容比较;核心素养

　 　 一、问题的缘起

“现代数学强调用代数的方法研究几何问题,其
本质是通过几何图形建立直观,通过代数运算刻画

规律. ” [1]《普通高中数学课程标准(2017 年版)》(以
下简称《课标(2017 年版)》)设置了“几何与代数”
内容主线,必修内容包括平面向量、复数和立体几何

初步,选择性必修内容包括空间向量与立体几何、平
面解析几何. 设置理由:“一是为代数、特别是线性代

数的学习建立几何直观,这个直观对于学生的未来

学习是非常重要的;二是让学生知道如何用代数运

算解决几何问题,这是现代数学的重要研究手法. ”
显然,要使数与形结合起来,需要桥梁,需要有数形

结合的工具. 笛卡尔(R. Descartes,1596 - 1650)发明

了直角坐标系,成功地在数与形之间搭建了桥梁,而
向量概念的建立,则使我们有了“集数与形于一身的

数学研究工具”.
向量不仅有丰富的几何内涵,向量及其线性运

算与数量积运算还构成了精致且有广泛应用的代数

结构,可把有关的几何问题简便地转化为相应代数

问题处理[2] . 与数量积息息相关的投影也愈发引人

瞩目. 《课标(2017 年版)》新增了“通过几何直观,了
解平面向量投影的概念以及投影向量的意义”的要

求,提出了“投影向量”的概念,并在附录“案例 9 向

量投影”中明确了向量投影的本质:“向量的投影是

高维空间到低维子空间的一种线性变换,得到的是

低维空间向量” [3],澄清了投影的结果是向量,完成

了对“向量投影”和“投影向量”的明确区分. 《课标

(2017 年版)》作出如此调整,主要基于两点考虑:一
是知识讲解明确性的要求. 在《现代汉语词典》(第 6
版)中,投影的释义为:“数学上指将图形的形状投射

到一个面或一条线上. ” [4] 可见,投影是一个几何概

念. 但以往的课程标准和教材大都简单地将 | a | cosθ
(其中 θ 是 a 与 b 的夹角)称作向量 a 在 b 方向上的

投影,引发了学界“向量投影结果是数量还是向量”
旷日持久的争论,造成了认知上的混乱,违背了概念

引入的无矛盾原则. 客观上也导致了教师们只能含

糊其辞,甚至避而不谈,应用投影解决问题更无从谈

起,遮蔽了向量投影的功能和价值. 二是数学内容逻

辑关系的考量. 到高中阶段,内容安排应该以数学知

识的内在逻辑关系为第一要务[5] . 《课标(2017 年

版)》强调课程结构的整体性、课程内容的整体性、结
构比内容重要” [6] . 向量投影不仅赋予了数量积鲜明

的几何意义和丰富的内涵,还是学习平面内点到直

线的距离、空间向量投影、空间点到直线的距离等内

容的基础. 强化平面向量投影的学习,体现了数学的

整体性、逻辑的连贯性、思想的一致性、方法的普适

性、思维的系统性,有利于学生构建衔接自然、浑然

一体的高中数学知识体系.
《课标(2017 年版)》对平面向量投影的修订为

教材编写、“教”与“学”活动提供了理论基础和实践

指南. 那么,各版本新教材对此修订有何回应呢? 教
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材编写还有哪些改进空间呢?
二、七个版本新教材的比较

截至 2020 年,根据《课标(2017 年版)》编写的

新教材共 7 套,供全国选用. 其中,人民教育出版社 2
套,北京师范大学出版社、上海教育出版社、江苏凤

凰教育出版社、湖南教育出版社、湖北教育出版社各

1 套(以下分别简称人教 A 版、人教 B 版、北师大版、
沪教版、苏教版、湘教版、鄂教版教材),实现了教材

编写的“一标多本”,各版本教材在体例结构、内容处

理上环肥燕瘦、各有千秋,体现了教材的多样化.
(一)编排顺序

所有版本新教材都将平面向量投影内容安排在

必修“平面向量及其应用”单元,(人教 B 版把此单

元拆分为“第六章平面向量初步” “第八章 8. 1 向量

的数量积”两部分),为后续学习相关内容做好铺垫.
具体而言,各版本新教材都把平面向量投影安排在

“平面向量的数量积”一节,但呈现顺序有所差异. 沪
教版教材先安排向量的投影,再安排向量的数量积,
体现了层层递进、平稳过渡的版本特色,其余版本教

材则先安排向量的数量积,再根据需要安排向量的

投影.
(二)问题情境

数学学科核心素养通常是在综合化、复杂化的

情境中,通过个体与情境的有效互动生成的,素养的

形成与情境密不可分. 向量具有丰富的物理背景,向
量内容的教学,可以将物理情境作为重要的科学情

境贯穿向量教学的始终. 例如,可利用物理学中力的

概念、力的合成与分解、力所做的功等内容创设物理

背景,提出向量运算法则等数学问题. 比较发现,各
版本新教材都是通过回顾“功”的定义和计算公式的

推导导入新课. 但沪教版教材通过类比“‘在位移方

向上的分力’是作用力 f 在位移向量 s 上的投影(如

图 1)”,引出了向量在一条直线或另一个向量方向

上的投影的概念,即创设“力所做的功”的物理情境

目的是引入投影,而其余版本教材创设同样情境是

为了引入数量积.

图 1
(三)课程内容

具体课程内容详见表 1.
从表 1 可知,各版本教材都积极呼应 《课标

(2017 年版)》的修订,在教材正文中提出了投影、投
影向量的概念. 例如,人教 A 版教材:“如图 2,设 a,b

是两个非零向量,AB→ = a,CD→ = b,我们考虑如下的变

换:过AB→的起点 A 和终点 B,分别作CD→所在直线的垂

线,垂足分别为 A1,B1,得到A1B1
→,我们称上述变换为

向量 a 向 b 投影,A1B1
→

叫做向量 a 在向量 b 方向上的

投影向量. ”
不同之处主要有:
(1)“投影”概念涵义不同. 人教 A 版和苏教版

教材将上述变换称为向量 a 向 b 投影,即把“投影”
视为一个动态过程,为动词,与《课标(2017 年版)》
中对投影的阐释契合度较高. 而其他版本教材则将

“投影”视为上述变换后得到的结果,等同于“投影

向量”(表 1 中用“ = ”表示),是“投影向量”的简

称,为名词.
(2) “投影” 结果属性不同. 湘教版教材中将

| a | cosα称为 a 在向量 b 方向上的投影,依然把投影

结果定义成数量,其余版本教材则将投影视为向量.
《课标(2017 年版)》关于向量投影概念最本质的变

化,就是将向量投影的结果由 “数量” 调整为 “向

量”. 从高维空间视角分析,向量在子空间的投影,本
质上是向量的正交分解,分解为两个向量:一个向量

　 　 表 1　 各版本教材内容一览表

教材版本 所属章节 概念呈现 “投影”涵义、词性

人教 A 版 6. 2. 4 向量的数量积 投影、投影向量 变换过程、动词

人教 B 版 8. 1. 1 向量数量积的概念 投影向量 = 投影、投影的数量 变换结果(向量)、名词

北师大版 5. 1 向量的数量积 投影向量 = 投影、投影数量 变换结果(向量)、名词

沪教版 8. 2 向量的数量积 投影向量 = 投影、数量投影 变换结果(向量)、名词

苏教版 9. 2. 3 向量的数量积 投影、投影向量 变换过程、动词

湘教版 1. 5. 1 数量积的定义及计算 投影、投影向量、投影长 变换结果(数量)、名词

鄂教版 1. 2. 4 向量的数量积 投影向量 = 投影、投影的数量 变换结果(向量)、名词
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位于子空间,另一个位于其正交补空间. 将投影结果

定义成向量,能更好地从投影结果中体现出原向量

的性质,即向量与向量投影结果数对之间的一一对

应关系. 从高等数学视角分析,将投影结果定义成

向量,不仅与学生在平面几何学过的概念一致,体
现出投影的同素性,还可表现出向量投影的实质是

高维空间到低维子空间的线性变换. 从学科交叉视

角分析,物理学中“力的分解”本质上就是向量的

投影,力分解后是力,所以向量投影的结果也应是

向量. 综上,将向量投影的结果定义成向量比定义

成数量更好一些,关于向量投影的修订是合理且有

意义的[7] .
(3)“投影数量”定义不同. 除人教 A 版、苏教

版教材外,其余版本教材还给出了“投影数量” (或
“数量投影” “投影长”)的概念,从而数量积 a·b
就等于 b 的模与 a 向 b 的投影数量 | a | cosθ 的乘

积. 而将投影数量乘以一个单位向量,即得投影向

量. 需要指出的是,此处的“投影数量”即是旧教材

中的“投影” .
(四)投影向量表达式

投影向量是本次课程标准修订引入的概念. 投
影向量是与向量垂直有关的概念. 如图(略)所示,

OM→ = a,ON→ = b. 点 M 作直线 ON 的垂线,垂足为 M1,

则OM1
→

就是向量 a 在向量 b 方向上的投影向量. 如何

表示它呢?
设与 b 同向的单位向量为 e,a 与 b 的夹角是 θ,

人教 A 版教材针对 θ 为锐角、直角、钝角以及 θ = 0,
θ = π 等情况详加论述,得出投影向量表达式:对于

任意的 θ∈[0,π],都有OM1
→ = ( | a | cosθ)e,体现了人

教 A 版教材的基础性、可接受性和发展性. 由向量数

量积的定义得 a·e = | a | cosθ,所以OM1
→ = (a·e) e,

此式揭示了投影向量与向量数量积的联系. 此外,由

于MM1
→⊥b,所以 |OM1

→ |是点 O 到直线 MM1 的距离,

而 |OM1
→ | = | a·e | ,这是用向量推导点到直线的距离

公式的依据. 苏教版、沪教版、湘教版、鄂教版教材给

出了与人教 A 版教材类似的推导过程,但叙述相对

粗简,推证的向量 a 在向量 b 方向上的投影表达式

分别为:( | a | cosθ) b
| b | 、

| a | cos〈a,b〉
| b | b、( | a | cosθ) e、

( | a | cosθ) | b | . 显然,这五种表达式是等价的.
人教 B 版、北师大版教材都引入“投影的数量

(投影数量)”的概念,并借此阐述了向量的数量积

a·b 的几何意义,但未给出投影向量的明确表达式.
(五)例题和习题配置

例题和习题是教材的重要组成部分,其选择、布
局、数量、设计等都影响着数学学习[8] . 七个版本新

教材的题目配置见表 2. 需要说明的是,此处统计限

于本单元题干中明确出现“投影(向量)”词汇的例

题和习题,其中习题包括该小节后的随堂“练习”、大
节后的“习题”和章末的“复习(参考)题”.

分析表 2 可知:(1)从数量来看,各版本教材例

题和习题配置数量不均衡. 其中,人教 B 版教材题

量最多(6 题),鄂教版教材最少(1 题) . 沪教版教

材配置了两道例题求解投影和数量投影,北师大版

教材配置了两道例题讨论投影,体现了 “学以致

用” . (2)从梯度来看,各版本教材题目设计更富层次

　 　 表 2　 各版本教材例题和

人教 A 版 人教 B 版 北师大版 沪教版 苏教版 湘教版 鄂教版

例题 0 0 2 2 0 0 0

练习题 1
练习 A:2
练习 B:1

0 2 1 1 0

习题

复习巩固:0
综合应用:0
拓广应用:1

习题 A:1
习题 B:2

A 组:0
B 组:0

A 组:1
B 组:0

感受理解:0
思考运用:0
探究拓展:0

学而时习之:1
温故而知新:0

1

复习

(参考)
题

复习巩固:0
综合应用:0
拓广应用:0

A 组:0
B 组:0
C 组:0

A 组:1
B 组:0
C 组:0

A 组:0
B 组:0

拓展与思考:0

感受理解:0
思考运用:0
探究拓展:1

学而时习之:1
温故而知新:0
上下而求索:0

A 组:0
B 组:0

思考与实践:0

合计 2 6 3 5 2 3 1
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性与发展性. 例如,人教 B 版教材将“练习”拆分为

“练习 A”“练习 B”两层. 按照题目功能,人教 A 版教

材将习题和复习参考题细分为“复习巩固”“综合应

用”“拓广探索”,苏教版则分为“感受理解”“思考运

用”“探究拓展”,弹性化的设置为不同潜能的学生

提供了更大的发展空间,体现了高中数学课程“不同

的人在数学上得到不同的发展”的基本理念. (3)从
难度来看,各版本教材例题和习题的难度和梯度比

各自旧教材有了较大提升,更加贴近评价中的试题,
体现了“教—学—评一致化”原则,改变了旧教材题

目和评价试题差距悬殊、教考分离的痹症.
三、结论

向量是描述直线、曲线、平面、曲面以及高维空

间数学问题的基本工具,是进一步学习和研究其他

数学领域问题的基础. 而投影则是构建高维空间与

低维空间之间的桥梁,也是培养学生直观想象、逻辑

推理、数学抽象素养的重要载体. 以往的投影教学乱

象丛生,根源在于课程标准和教材没有明确投影概

念的本质. 而徐利治教授指出:“概念是数学的基石,
没有它,便无法去构筑理论体系” [9] . 基于“数学内容

的逻辑”和“学生心理的逻辑”两方面的考虑,《课标

(2017 年版)》正本清源,对投影进行了显性化处理,
基本平息了长久以来的争议.

各版本新教材积极践行《课标(2017 年版)》的

要求,给与了向量投影前所未有的关注,从学科体系

的逻辑性、知识讲解的明确性、素材选择的适切性、
学生思维的接受性等方面,对教材作了全面的优化

调整. 具体表现有:各版本教材都注重创设合适的数

学情境引入课题;所有版本教材都在正文中明确提

出了投影、投影向量的概念,(尽管投影的涵义不尽

相同);大部分教材明晰了投影的结果是一个向量;
五个版本新教材关注了投影向量的推导,给出了投

影向量的明确表达式;部分版本教材提出了投影数

量(或“数量投影”“投影长”)概念;北师大版和沪教

版教材各安排了两道例题讨论投影(数量投影),其
他版本教材也通过习题强化了向量投影的应用,体
现了新教材的思想性、科学性、时代性,同时也反映

出鲜明的版本特色.
四、教材编写建议

(一)建议教材提高投影题目的数量和难度

当前,各版本教材向量投影的例题和习题平均

数量较少,投影的作用未得以充分展现. 建议各版本

教材遴选契合主题、难度适宜的优秀试题,作为例题

或习题(特别是例题)充实到教材中来,达到强化知

识应用、方便学生选择、对接考试评价等目的. 考虑

到人教 A 版是目前使用范围最广的版本,下面通过

借鉴其他版本,对人教 A 版教材的例题和习题配置

给出调整案例.
调整 1　 选用沪教版教材必修第二册第 107 页

“例 1、例 2”中作为例题编入教材.

例 1　 已知向量 a 与 b 的夹角为
2π
3 ,且 | a | = 3,

| b | = 4. 求 b 在 a 方向上的投影与数量投影.
例 2　 已知向量 a 是非零向量,b 与 ca 是任意向

量,它们在 a 方向上的投影分别是 b′和 c′. 求证:b +
c 在 a 方向上的投影为 b′ + c′.

调整理由　 弥补人教 A 版教材未安排例题、习
题数量过少的缺漏,引发师生对向量投影的重新审

视与关注,深化学生对投影的理解,挖掘投影的

价值.
调整 2　 选用 2020 年高考全国新高考Ⅰ卷第 7

题作为习题编入教材.
已知 P 是边长为 2 的正六边形 ABCDEF 内的一

点,则AP→·AB→的取值范围是(　 )
A. ( - 2,6)　 　 B. ( - 6,2)
C. ( - 2,4) D. ( - 4,6)
调整理由　 数量积的运算结果是实数,但向量

投影的引入使得数量积的运算有了更灵活的处理方

式. 将此高考题充实到教材习题中,引导学生从投影

视角讨论数量积问题,体会投影给解决数量积问题

带来的便捷.
(二)建议教材渗透向量投影数学文化内容

《课标(2017 年版)》要求将“数学文化融入课程

内容”. 七个版本新教材“平面向量及其应用”单元或

多或少、或明或暗体现了数学文化的内容. 例如,人
教 A 版设置“阅读与思考”栏目,介绍“向量与向量

符号的由来”;北师大版教材通过“阅读材料”栏目,
阐述“向量的发展历史与符号由来”;苏教版设置“阅
读”栏目,揭示“向量源自力学”. 可见,各版本教材都

注重以“阅读材料”等辅助性栏目介绍向量发展历史

等,但都未涉及与投影相关的射影几何学等背景史

料. 射影几何(亦称“投影几何”)是研究图形在射影

变换下不变性质的几何学分支学科. 中国古时利用
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投影计时,发明了日晷. 早在公元前,基于绘画和建

筑学的需要,古希腊几何学家开始研究透视法,即投

影和截影. 欧洲文艺复兴时期透视学的蓬勃发展,给
射影几何的发展提供了沃土. 笛沙格 ( Desargues,
1591 - 1661)于 1639 年发表的《试论圆锥曲线和平

面的相交所得结果的初稿》给出了透视法以数学上

的解答[10],以他命名的笛沙格定理成为射影几何学

的基本定理. 1812 年,彭赛列(Poncelet,1788 - 1867)
随拿破仑军队远征俄国,被俘后在狱中写成《图形的

投影性质》两卷,并于 1822 年发表了历史上射影几

何学第一部系统著作———《论图形的射影性质》. 他
通过几何方法引进无穷远虚圆点,研究了配极对应

并用它来确立对偶原理,成为射影几何学的主要奠

基人. 至 1882 年,帕施(PASCH,1843 - 1930)建成了

第一个完备的射影几何演绎体系. 时至今日,射影几

何学在航空、测量、绘图、摄影等领域都有广泛的应

用. 建议各版本教材增加射影几何学的演变与应用

等资料,以此激发学习兴趣,拓宽学生视野,深化学

生对向量投影的认识. 此外,彭赛列等数学家顽强坚

韧的精神也能鼓舞学生积极面对生活,体现数学学

科的育人价值.
(三)建议教材探索信息技术与投影的融合

借助信息技术,能够使数学内容变得动态化、
形象化、可视化[11] . 《课标(2017 年版)》要求“关注

信息化环境下的教学改革”,充分发挥信息技术的

绘图和计算等优势,以教育信息化带动教育现代

化,为核心素养时代的教与学插上科技的翅膀. 各
版本教材在信息技术与课程内容的深度融合上作

出了尝试,为建构数学概念、发现数学结论、突破学

习难点、改进课堂生态、增强数学表达、传播数学技

术积累了经验. 例如,湘教版教材设计了“数学实

验”栏目,基于网络画板这一动态数学学习环境,为
学生理解概念创设背景,探寻规律启发思路,解决

问题提供直观[12] ;北师大版教材选修第一册有信

息技术探究活动“利用 GeoGebra 绘制空间向量” .
鉴于向量投影的重要性和抽象性,建议各版本教材

研发信息技术工具辅助投影教学的技术,以可视化

效果促进学生理解概念,同时以教材的调整带动教

法学法的革新.
五、结束语

数学教材为“教”和“学”活动提供学习主题、基
本线索和具体内容,是实现数学课程目标、发展数学

学科核心素养的关键性教学资源. 展望未来,各版本

新教材在适切性上仍有改进空间,其中有些需要通

过课程标准的修订完善来实现,有些需要通过教材

修订来实现,更深层次的,还需要通过教育改革乃至

整个社会的综合改革来实现. 教师要增强立德树人

的意识和数学育人的自觉性,准确把握数学教育改

革和发展的方向,关注课程标准和教材的流变演化,
汲取不同版本教材的优点,突破单一版本的局限,结
合学情对教材进行再加工,实现从“教教材”到“用教

材”的根本转变,提升课程内容理解水平和数学教材

实施能力.
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