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借助数学抽象　 培养关键能力
———以“数轴上的动点问题”为例

潘竹树　 　 李　 祎

　 　 【摘　 要】抽象能力主要是指通过对现实世界中数量关系与空间形式的抽象,得到数学的研究对象,形成数

学概念、性质、法则和方法的能力. 文章以初一年级数轴上的动点问题为例,对照数学抽象能力分析水平框架,
分析学生抽象能力培养方面存在问题及其原因,在此基础上结合实例分析提升学生抽象水平的教学策略,以培

养学生的数学关键能力.
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　 　 按照《义务教育数学课程标准(2022 年版)》,抽
象能力主要是指通过对现实世界中数量关系与空间

形式的抽象,得到数学的研究对象,形成数学概念、性
质、法则和方法的能力[1] . 史宁中教授指出:数学的眼

光就是抽象,抽象包括数量与数量关系的抽象,图形

与图形关系的抽象[2] . 本文以初一年级数轴上的动点

问题为例,对照数学抽象能力分析水平框架,分析学

生抽象能力培养方面存在问题及其原因,在此基础上

结合实例分析如何提升学生的抽象水平,从而实现从

会解一个题,到会解一类题,以培养学生的数学关键

能力.
一、依据理论框架,开展教学诊断,挖掘抽象价值

(一)数学抽象能力分析框架

数学抽象的表现是学生数学抽象能力测评的重

要依据,数学抽象能力虽然不能被直接观测,但可以

通过学生在具体任务中的实际表现加以推测. 有关初

中生数学抽象能力的测评依据与水平划分,尽管在

《义务教育数学课程标准(2022 年版)》中并未具体

给出,但由于初高中的数学抽象具有本质的一致性和

特征的相似性,因此我们可以参考和借鉴包括高中学

段在内的现有研究成果,对初中生的数学抽象能力进

行水平划分和测评研究.

数学抽象能力作为数学关键能力之一,涵盖数量

关系与空间图形两个横向维度,可以划分为归纳与释

义、关联与构建、拓展与普适三个纵向水平[3] . 据此,
我们根据以下数学抽象能力分析框架,以作为判断初

中生数学抽象能力水平的参考.
(二)一节同课异构课的教学诊断

日前,笔者在听初一的两节“同课异构”的数学

课时,两位教师让学生做了如下同一道练习题.
如图 1,数轴上点 A、B 分别表示 - 2 和 6,动点 P

以 1 个单位 /秒的速度从点 A 出发向负半轴方向移

动;同时,动点 Q 以 2 个单位 /秒的速度从点 B 出发向

负半轴方向运动. 在 A 处有一个挡板,点 Q 碰到挡板

后,立刻按原速返回. 设点 A 运动时间为 t,求当 t 取
何值时,A、P 两点间的距离与 A、Q 两点间的距离

相等.

图 1

从课堂上学生的实际作答情况来看,学生在解答

数轴上的动点问题时磕磕绊绊、举步维艰,在抽象能

力纵向水平的三个方面均存在问题.
问题 1　 归纳与释义方面,无法对 P、Q 两点间的

横向维度
纵向水平

归纳与释义 关联与构建 拓展与普适

数量关系

空间形式

在不同情境中形成数学概念并对其内

涵进行解释,借助特例获得简单数学命

题,发现情境中蕴含的数学问题.

将数学命题推广至一般形式,理解并构

建数学知识之间的联系,能利用适切语

言进行数学表达.

在获得的数学结论上拓展

出新的命题,能够创造通性

通法解决数学问题.
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距离及其内涵进行解释.
问题 2　 关联与构建方面,无法用含参数的代数

式表示动点 P、Q 的一般形式,无法构建“两点间的距

离”与“数轴上的两动点间的距离”之间的联系.
问题 3　 拓展与普适方面,无法从“一般数轴上

点的移动”拓展到“变向”问题,无法创造通性通法解

决实际问题.
(三)数轴上动点问题的抽象价值

教学过程中,教师引导学生抽象起点过高、过程

不充分和缺乏层次性,是导致学生抽象能力存在问题

的主要原因.
数轴上动点问题的抽象,有两重抽象性:数量到

数量关系的抽象,图形到图形关系的抽象.
抽象一:从“数”到“字母”的抽象,从“字母”到

“单项式”的抽象,从“字母”到“多项式”的抽象.
抽象二:从“数”到“数轴上的点”的抽象,从“数

轴上的点”到“点到原点的距离”的抽象,从“点到原

点的距离”到“两点间距离”的抽象.
两重抽象之间还存在关联:“数轴上的点”可以

用“字母”表示,“点与原点间的距离”可以用代数式

表示,“两点间的距离”可以用代数式表示.

二、还原抽象原型,铺设抽象台阶,培养抽象能力

由于数轴上的动点的抽象具有复杂性、层次性和

拓展性,在大单元教学理念的指导下,通过几个不同

专题,还原数学抽象原型,细化抽象过程,从直观感知

到理性思维,这是提升学生抽象水平的重要方式.
(一)还原回到绝对值的意义,抽象两点间距离

的本质

学生通过学习数轴,把小学阶段的“数”,抽象为

初中阶段数轴上的“点”,实现从“数”到“形”的飞跃,
数轴是培养学生抽象能力的良好载体.

出现问题 1 的主要原因,在于教学中教师认为数

轴上“两点间的距离”很简单,“忽略”了知识的形成

过程,没有让学生经历完整的知识形成过程,教学上

的“跳跃”给学生造成抽象基础不稳固,而解决这个

问题需要回到“绝对值的意义”这一概念.
如图 2,我们把数轴上表示数 a 的点 A 与原点的

距离叫做数 a 的绝对值,记作 a. 借助绝对值的定义,
可理解 AO = a - 0,这里写成 a - 0,为学生理解两点

间距离做铺垫.

图 2

教师在绝对值定义的基础上,引导学生思考,如
何求数轴上两点间的距离?

若数轴上表示数 a 的点 A、数 b 的点 B 位于原点

两侧、左侧和右侧,通过这三种不同情况的探究,让学

生亲历抽象过程,得到 A、B 两点间的距离 AB = a - b,
当 a≥b 时,AB = a - b.

数轴上两点间的距离建立在绝对值意义的基础

上,有利于学生从认知结构的“根部”建构所学知识,
并通过分类讨论点 A、B 三种不同位置情况,形成对

数量与数量关系的抽象、图形与图形关系的抽象.
(二)还原回到动点从原点开始移动,抽象到动

点从原点以外其他点开始移动

出现问题 2,主要有以下两个方面原因:其一,移
动的点不是从原点出发,给学生的抽象带来障碍;其
二,学生抽象水平停留在“数”的阶段,不理解如何用

含“字母”的代数式表示数轴上的点.
解决这个问题,需还原数轴上点的移动,从简单

到复杂,逐步帮助学生抽象出如何用字母表示移动

的点.
1. 还原从原点出发的移动

学生经历知识生成的过程,积累从具体到抽象的

基本活动经验,能够更好地理解知识的含义,提升数

学抽象能力和抽象水平.
如图 3,当从原点 O 出发的点向正半轴方向移动

5 个单位后到达点 A,点 A 可以表示为 0 + 5 = 5;同
理,当从原点 O 出发的点向负半轴方向移动 b 个单位

后到达点 B,点 B 可以表示为 0 - b = - b.

图 3

从“原点”开始移动,符合学生认知规律,便于学

生接受与理解,为更复杂的运动打下扎实的基础.
2. 拓展到动点从原点以外其他点开始移动

如下页图 4,点 C 表示 1,如果点 C 向负半轴方向

移动 n 个单位到点 B,则点 B 表示为 1 - n;如果点 C
以 2 个单位 /秒的速度向正半轴方向移动到点 A,移

·71·



初中数学教与学　 　 2024. 1　 　 　 　 　 　 　 　 　
JUNIOR HIGH SCHOOL EDUCATION:MATHS TEACHING AND LEARNING

　 　 　

动 t 秒后点 A 表示为 1 + 2t.

图 4

这时有三种层次的抽象:
层次一:从原点开始运动,过渡到从原点以外其

他点开始运动,起始位置产生变化;
层次二:用字母表示点 C 向负半轴方向移动到点

B 所表示的数,结合了运动的方向与距离;
层次三:除了结合运动方向外,还结合路程公式

s = vt,抽象层次进一步提升,对学生的抽象能力要求

更高.
(三)还原到“临界点”为动点的出发点,抽象“反

弹”类型的一般情况

出现问题 3 的主要原因,在于移动时遇到挡板

“反弹”,学生无法用代数式表示“反弹”后的动点,
“反弹”后动点的位置与运动的“方向”、“速度”、“时
间”相关,对学生的抽象能力提出了更高层次的

要求.
1. 还原到动点从原点返回

如图 5,动点 Q 从表示 6 的点 B 以 2 个单位 /秒
的速度向负半轴方向移动,在原点 O 处有一个挡板,
当动点 Q 碰到挡板后立即按原速返回,则动点 Q 出

发 t( t > 3)秒后在数轴上的位置怎么用含 t 的代数式

表示?

图 5

理解这个问题,需要回归到问题 2 中点的移动,
动点 Q 返回时,可以理解为动点 Q 从原点出发,以 2
个单位 /秒的速度向正半轴方向移动( t - 3)秒,此时

点 Q 表示为 0 + 2( t - 3) = 2t - 6.
2. 拓展到动点从原点以外的其他点返回

如图 6,动点 Q 从数轴上表示 6 的点 B 以 2 个单

位 /秒的速度向负半轴方向移动,在表示 - 2 的点 A
处有一个挡板,当动点 Q 碰到挡板后立即按原速返

回,则动点 Q 出发 t( t > 4)秒后在数轴上的位置怎么

用含 t 的代数式表示?

图 6

这一抽象过程更为复杂,可以理解为动点 Q 从

点 A 出发,以 2 个单位 /秒的速度向正半轴方向移动

( t - 4)秒,此时点 Q 表示为 - 2 + 2( t - 4) = 2t - 10.
三、变式拓展问题,提升抽象层次,培养抽象能力

学生的抽象水平在归纳与释义、关联与构建、拓
展与普适等三个方面得到逐级提升之后,这样学生就

可以轻松解决如上的“反弹”问题,在此基础上进一

步拓展,在大单元教学理念的引领下,还可以进一步

解决“变速”等问题.
(一)提升抽象水平后,轻松解决“反弹”问题

当学生抽象水平提升后,学生能够轻松解决本文

开头的问题.
当 0≤t < 4 时,点 P 表示为 - 2 - t,点 Q 表示为 6

- 2t,因为 AP = - 2 - ( - 2 - t) = t,AQ = 6 - 2t - ( -

2) = 8 - 2t,所以 t = 8 - 2t,t = 8
3 .

当 4≤t≤6 时,因为 AP = - 2 - ( - 2 - t) = t,点
Q 表示为 - 2 + 2( t - 4) = 2t - 10,故 AQ = 2t - 10 -
( - 2) = 2t - 8,所以 t = 2t - 8,t = 8.

综上所述,当 t = 8
3 或 8 时,A、P 间的距离与 A、Q

间的距离相等.
(二)变式拓展问题,进一步提升抽象层次

如图 7,将数轴在点 O 和点 B 处各弯折一次,弯
折后 BC 与 AO 处于水平位置,线段 OB 处产生了一个

坡度,我们称这样的数轴为“折坡数轴”,每个点对应

的数就是把“折坡数轴”拉直后对应的数. 其中 O 为

“折坡数轴”原点,A 表示的数是 - 18,B 表示的数是

6,C 表示的数是 15. 记AC为“折坡数轴”拉直后点 A

和点 C 的距离,即AC = AO + OB + BC.

图 7

假设在“折坡数轴”上,上坡时的移动速度变为

水平路线上移动速度的一半,下坡时的移动速度变为

水平路线上移动速度的 2 倍. 动点 P 从点 A 处沿“折
坡数轴”以 2 个单位 /秒的速度向正半轴方向运动,运
动到点 O 后,再上坡移动,当移动到点 B 时,立即掉

头返回(掉头时间不计);在点 P 出发的同时,动点 Q
从点 C 处沿“折坡数轴”以 1 个单位 /秒的速度向负

半轴方向运动,运动到点 B 后,再下坡移动到点 O,然
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后再沿 OA 方向移动. 当点 P 重新回到点 A 时所有运

动结束,设点 P 运动时间为 t,在移动过程中,
(1)点 P 在第几秒时回到点 A;

(2)当 t 取何值时,PQ = 2 PO.
解析:(1)18 ÷ 2 + 6 ÷ 1 + 6 ÷ 4 + 18 ÷ 2 = 25. 5

(秒) .
(2)①当 0 < t < 9 时,点 P、Q 分别在线段 AO、BC

上,点 P 表示为 - 18 + 2t,点 Q 表示为 15 - t,因为

PQ = (15 - t) - ( - 18 + 2t) = 33 - 3t, PO = 0 -
( - 18 + 2t) = 18 - 2t,所以 33 - 3t = 2(18 - 2t),t = 3.

②当 9≤t < 12 时,点 P、Q 都在线段 OB 上,点 P
表示为 0 + ( t - 9) = t - 9,点 Q 表示为 6 - 2( t - 9) =
24 - 2t,由 t - 9 = 24 - 2t,得 t = 11,此时 P、Q 相遇;

(i)当 9≤t < 11 时,点 P、Q 都在线段 OB 上,且
还未相遇,点 P 表示为 t - 9,点 Q 表示为 24 - 2t,因为

PQ = (24 - 2t) - ( t - 9) = 33 - 3t,PO = t - 9 - 0 = t -
9,所以 33 - 3t = 2( t - 9),t = 10. 2.

(ii)当 11≤t < 12 时,点 P、Q 都在线段 OB 上,且
已相遇,点 P 表示 t - 9,点 Q 表示 24 - 2t,因为 PQ =
( t - 9) - (24 - 2t) = 3t - 33,PO = t - 9,所以 3t -
33 = 2( t - 9),t = 15,不在 11≤t < 12 范围内,不符合

题意,应舍去.
③当 12≤t < 15 时,点 P 尚未到达点 B,点 P、Q

分别在线段 OB、OA 上,点 P 表示 t - 9,点 Q 表示 0 -
( t - 12) = 12 - t,因为 PQ = ( t - 9) - (12 - t) = 2t -
21,PO = t - 9,所以 2t - 21 = 2( t - 9),方程无解,这种

情况不成立.
④当 15≤t < 16. 5 时,点 P 从点 B 返回,点 P、Q

分别在线段 OB、OA 上,点 P 表示为 6 - 4( t - 15) =
66 - 4t,点 Q 表示为 12 - t,因 PQ = (66 - 4t) - (12 -
t) = 54 - 3t,PO = 66 - 4t,所以 54 - 3t = 2(66 - 4t),
t = 15. 6. 　

⑤当 16. 5≤t < 21 时,点 P、Q 都在线段 OA 上,点
P 表示为 0 - 2( t - 16. 5) = 33 - 2t,点 Q 表示为 12 -
t,因为 PQ = (33 - 2t) - (12 - t) = 21 - t,PO = 0 -
(33 - 2t) = 2t - 33,所以 21 - t = 2(2t - 33),t = 17. 4.

⑥当 21≤t≤25. 5 时,点 P、Q 都在线段 OA 上,点
P 表示为 0 - 2( t - 16. 5) = 33 - 2t,点 Q 表示为 12 -
t,因为 PQ = (12 - t) - (33 - 2t) = t - 21,PO = 0 -
(33 - 2t) = 2t - 33,所以 t - 21 = 2(2t - 33),t = 15,不
合题意舍去.

综上所述,当 t = 3 或 10. 2 或 15. 6 或 17. 4 时,

PQ = 2 PO.
四、借助数学抽象培养关键能力的若干思考

(一)回归抽象起点,重视抽象过程

数学抽象是相对的,高级抽象是在低级抽象基础

上进行的[4] . 教学中,教师不能只关注复杂的抽象过

程,而应回归简单的抽象,不应轻易跳过初步感知、建
立模型、一般化和符号化的抽象过程,要夯实抽象的

基础. 在挑战难度较大的抽象问题时,回归抽象起点

很有必要,好像一群在森林中迷路的人,回到出发点,
有利于下一次重新确定行进方向,以摆脱困境.

数学教学应让学生经历完整的抽象过程、参与完

整的抽象活动———感知与识别、分类与概括、想象与

建构、定义与表征、系统化与结构化[5] . 在数学抽象的

过程中,基本知识、基本技能相对容易获得,学生最欠

缺、最需要的是基本思想的指导和基本活动经验的积

累. 在数学教学中,注重文字语言、图形语言与符号语

言的转换,这是提高学生抽象水平的重要手段;注重

引导学生仔细观察、直观感知、思辨确认,让学生更深

入地理解抽象对象,这是提高学生抽象水平的关键;
在抽象过程中加强学生间的交流,让学生在交流中取

长补短,注重学生思维的碰撞,这样可以强化抽象能

力的培养.
(二)注重整体设计,提升抽象层次

《义务教育数学课程标准(2022 年版)》在教学建

议中指出:单元整体教学设计要整体分析数学内容本

质和学生认知规律,合理整合教学内容,确定单元教

学目标,并落实到教学活动各个环节,整体设计,分步

实施[1] . 设计出体现数学的整体性、逻辑的连贯性、思
想的一致性、方法的普适性、思维的系统性的系列化

数学活动,引导学生通过对现实问题的数学抽象获得

数学研究对象,构建研究数学对象的基本路径.
数学抽象活动的基本步骤为:分离属性与建构模

型—概括与一般化—定义与符号化—系统化[6] . 在有

关数学抽象活动的教学中,教师同样要有大单元理念

的指导,弄清知识的来龙去脉,理清本单元知识间的

联系,厘清与其他章节的关系. 教学中先布好局,对关

键教学点进行必要的拓展,开展必要的项目式专题学

习,有层次地串联知识,让学生拥有全局眼光、开阔视

野,帮助学生建构系统知识体系,在循序渐进地逐级

发展学生的抽象能力的同时,避免学生知识的碎片
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化,避免教学中出现亡羊补牢,以及头痛医头、脚痛医

脚的现象.
(三)重视抽象评价,优化抽象活动

《义务教育数学课程标准(2022 年版)》在评价

建议中指出,在关注“四基”“四能”达成的同时,要特

别关注核心素养的相应表现. 不仅要关注学生知识技

能的掌握,还要关注学生对基本思想的把握、基本活

动经验的积累,全面考核和评价学生核心素养的形成

和发展[1] . 教学中,要细化每一项关键能力的评价指

标,便于教师评估学生的学习表现,再根据学生的表

现,调整教学,优化过程,更有针对性地培养学生的关

键能力.
在有关数学抽象活动的教学中,课前教师要对

相关教学内容进行分析,根据教学内容的抽象性进

行教学设计,力求让学生制定策略,明确路径,经历

完整的抽象过程;课中要对学生的抽象意识和抽象

思维进行评估,做出及时调整,以更好地指导学生

进行抽象活动,积累抽象活动经验;课后要根据学

生的作业情况所反馈的信息做出评估,要制定并逐

步完善评估标准,通过考试等手段长期跟踪学生的

抽象能力发展水平,分析、比较与评估学生的数学

抽象能力,根据学生学情并在理论指导下开展数学

抽象活动.
(四)研究抽象本体,关注人的发展

课程目标以学生发展为本,以核心素养为导向,
进一步强调使学生获得“四基”,发展“四能”,形成正

确的情感、态度和价值观[1] . 数学抽象素养是数学核

心素养的重要组成部分,它不仅能帮助人们运用所学

知识技能从具体情境中抽象出一般规律和结构,用数

学符号、术语予以表征,而且数学抽象还是满足个体

自身发展需要的必备能力及思维品质[7] .
数学抽象是人必备的能力,通过抽象,进一步认

识事物的特征,揭示事物的本质,把握事物之间的联

系. 数学抽象是学习的需要,在学习中通过抽象的过

程,学习基本知识、基本技能,感悟基本思想,积累基

本活动经验,深刻理解数学概念、命题以及知识结构

与体系. 数学抽象能够培养人的思维,教会人们抽取

对象的数量关系和图形特征,辨析异同点,甄别有效

信息,剔除干扰因素,抽象得到对象的本质属性,达到

知行与思维的统一.
数学抽象能力的培养不是一朝一夕就能实现的,

需要教师长期关注抽象素材,教学中细化抽象过程,
实践中指导抽象方法,活动中积累抽象经验. 抽象能

力是学好数学最基本的能力之一,也是培养学生数学

关键能力的重要抓手,需要教师从初一起始年级就开

始渗透抽象思想,让学生感悟抽象过程,掌握抽象

方法.
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