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例谈三角函数最值问题的求解方法

林运来

　 　 【摘　 要】与三角函数有关的最值问题或取值范围问题是三角函数中常考的一类基本题型,有些同学对此

类问题常常会觉得无从下手. 文章举例说明求解此类问题的几种行之有效的方法———配方法、换元法、导数

法、数形结合法、反解法、判别式法、利用辅助角公式法、利用基本不等式法等解决问题.
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　 　 三角函数是高中数学学习中的重要内容之一,
也是历年高考必考的内容. 在三角函数的学习过程

中,我们经常会遇到求解最值问题或取值范围问题,
其类型多,解法灵活,技巧性强,是高中数学知识中

的一个难点. 笔者通过对高中阶段常见的与三角函

数有关的最值问题或取值范围问题的求解方法的分

析,并对解法中蕴含的基础知识和基本方法进行解

析,以期对提高同学们的解题技能和解题技巧有所

助力,进而重点在逻辑推理、直观想象、数学运算和

数学建模等素养上得到提升.
一、配方法

例 1　 已知函数 f(x) = 2sinx + cos2x,求 f( x)的
最大值.

解析　 因为 f( x) = 2sinx + cos2x = - 2sin2x +

2sinx + 1 = - 2 sinx - 1
2( )

2

+ 3
2 .

又因为 - 1≤sinx≤1,所以当 sinx = 1
2 时,f( x)

取最大值
3
2 .

点评 　 根据倍角公式,得到 cos2x 与 sinx (或

cosx)的平方关系,把问题转化为“二次函数在闭区

间上的最值问题”,利用配方法,使问题获解. 在利用

二次函数求最值时要注意正弦函数、余弦函数自身

的取值范围.
二、换元法

例 2　 已知函数 f(x) = sinxcosx + sinx + cosx,求
f(x)的值域.

解析　 设 t = sinx + cosx = 2sin x + π
4( ),则 - 2≤

t≤ 2,且 sinxcosx = t2 - 1
2 .

所以 f(x) = t2 -1
2 + t = 1

2 ( t + 1)2 - 1,所以当 t =

- 1 时,f(x)取最小值 - 1,

当 t = 2时,f(x)取最大值 2 + 1
2 .

所以 f(x)的值域为 - 1, 2 + 1
2[ ].

点评　 通过换元,使题设中“隐藏”的平方关系

得以凸显,进而把“复杂”的函数转化为熟悉的函数,
进一步利用配方法使问题快速、简捷获解. 这种“曲
径通幽”的方法充分彰显了“化繁为简”的优点.

三、导数法

例 3　 已知函数 f(x) = 2sinx + sin2x,求 f( x)的
最小值.

解析　 因为 f(x)的最小正周期为 2π,所以只需

考虑 f(x)在[0,2π)上的最小值即可.
f′(x) = 2cosx + 2cos2x = 2(2cos2x + cosx - 1) =

2(2cosx - 1)(cosx + 1) .

令 f′(x) = 0,得 cosx = 1
2 ,或 cosx = - 1,即 x =

π
3 ,或 x = 5π

3 ,或 x = π.

因为 f(0) = 0,f π
3( ) = 3 3

2 ,f(π) = 0,f 5π
3( ) =

- 3 3
2 ,所以 f(x)的最小值为 - 3 3

2 .

点评　 本题在求解时,借助导数等工具判断函

数性质,并通过比较函数的极值得出函数的最小值.
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需要指出的是,例 3 与例 1“形同质异”,求解时要注

意辨析.
四、数形结合法

例 4　 求函数 f(x) = 3 - sinx
2 + cosx的值域.

解析　 因为 f(x) = 3 - sinx
2 + cosx = 3 - sinx

2 - ( - cosx) .

在平 面 直 角 坐 标 系 xOy 中, 设 A ( 2, 3 ),
P ( - cosx,sinx),则点 P 是单位圆 O:x2 + y2 = 1 上的

动点,且 f( x) = kPA . 由图 1 可知,当直线 PA 与圆 O
相切时,kPA取最值. 设直线 PA 的方程为 y - 3 = k( x
- 2),即 kx - y + 3 - 2k = 0.

图 1

由
| 3 - 2k |
k2 + 1

= 1,解得 k = 2 ± 2 3
3 . 所以 f(x)的值

域为 2 - 2 3
3 ,2 + 2 3

3[ ].
点评　 本题通过图形的形式直观地呈现问题的

条件与目标,并借助几何直观呈现问题的本质与内

在联系,使解题过程“跨越思维障碍”,化抽象为具

体,利用代数方法最终实现解题目标,从中我们可以

进一步感受数形结合思想的奇妙.
五、反解法

所谓“正难则反”,就是指在某些函数的最值

(或值域)直接不好求的情形下,可以通过求其反函

数的定义域的方法进行求解. 利用反解法求函数的

最值(或值域)的解题步骤如下:
1. 求已知函数的反函数;
2. 求反函数的定义域;
3. 根据反函数的定义域就是原函数的值域这一

关系即可求出原函数的最值(或值域) .

例 5　 函数 f(x) = 3 - 2sinx
2 + cosx 的值域.

解析　 设 y = 3 - 2sinx
2 + cosx ,则 2sinx + ycosx = 3 - 2y,

即 y2 + 4 sin(x + φ) = 3 - 2y,其中 tanφ = y
2 .

所以 sin(x + φ) = 3 - 2y
y2 + 4

.

因为 | sin( x + φ) | ≤1,所以
| 3 - 2y |
y2 + 4

≤1,解得

2 - 21
3 ≤y≤2 + 21

3 .

所以 f(x)的值域是 2 - 21
3 ,2 + 21

3[ ].
点评　 本题的求解过程并没有直接求出原函数

的反函数,而是利用“反解法”的思想,根据已知条件

反解得出 sin(x + φ) = g(y),结合三角函数的有界性

建立关于 y 的不等式,然后通过解不等式得出 y 的取

值范围,从而快速解决问题.
六、判别式法

例 6　 已知△ABC 的内角 A,B,C 所对的边分别

为 a,b,c. 若 b = 3 ,且 a = 3 cosC + 3
3 csinB.

(1)求 B;
(2)求 2a + c 的最大值.

解析　 (1)由已知,得 a = bcosC + 3
3 csinB,

由正弦定理,得 sinA = sinBcosC + 3
3 sinCsinB.

因为 sinA = sin(B + C) = sinBcosC + cosBsinC,

所以 cosBsinC = 3
3 sinBsinC,因为 C∈(0,π),所以

sinC≠0,所以 cosB = 3
3 sinB,即 tanB = 3 .

由于 B∈(0,π),所以 B = π
3 .

(2) 由 (1) 及余弦定理,得 ( 3 ) 2 = a2 + c2 -

2accos π
3 ,即 a2 + c2 - ac = 3. (∗)

设 2a + c = t >0,则 c = t -2a,代入(∗)式,得 a2 +
(t -2a)2 - a(t -2a) =3,所以 7a2 -5ta + t2 -3 =0.

所以 Δ = ( - 5t) 2 - 4 × 7( t2 - 3)≥0,解得 0 <

t≤2 7 .

当 t = 2 7时,a = 5 7
7 ,c = 4 7

7 ,符合题意.

所以 2a + c 的最大值为 2 7 .
点评　 求解第(2)问的关键在于通过换元,构造

出一元二次方程,根据方程有解的条件求解不等式,
使问题简捷获解. 本题在求解过程中展示的化归思
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想值得我们学习.
七、利用辅助角公式

例 7　 已知△ABC 的内角 A,B,C 所对的边分别

为 a,b,c. 若 b = 3 ,且 B = π
3 .

(1)求△ABC 的周长的最大值;
(2)求△ABC 的面积的最大值.

解析　 由正弦定理,得 a
sinA = c

sinC = b
sinB = 3

3
2

=

2,所以 a = 2sinA,c = 2sinC,且 A + C = 2π
3 .

(1 ) 因 为 a + c = 2sinA + 2sinC = 2sinA +

2sin 2π
3 - A( ) = 2sinA + 2 3

2 cosA + 1
2 sinA( ) = 3sinA +

3 cosA = 2 3 sin(A + π
6 ) .

当 A + π
6 = π

2 ,即 A = π
3 时,a + c 取最大值 2 3 .

所以△ABC 的周长的最大值为 3 3 .

(2 ) 因 为 S△ABC = 1
2 acsinB = 1

2 · 2sinA ·

2sinCsin π
3 = 3 sinAsin 2π

3 - A( ) = 3
2 sin 2A - π

6( ) +

3
4 . 　

当 2A - π
6 = π

2 ,即 A = π
3 时,S△ABC取最大值

3 3
4 .

点评　 辅助角公式的主要作用就是利用和(差)
角公式,将函数 y = asinx + bcosx(其中 a,b 是常数,
且 ab≠0)转化为 y = Asin(x + φ)或 y = Acos( x + φ)
的形式,俗称“化合为一”,进而可以求解有关函数的

单调性、奇偶性、最值等问题.
八、利用基本不等式

例 8　 已知△ABC 的内角 A,B,C 所对的边分别

为 a,b,c,若 a
b = sinB + 3 cosB

sinA + 3 cosA
,且 A≠B.

(1)求 C;
(2)若角 C 的平分线交 AB 于点 D,且 CD =

2 3 ,求 a + 2b 的最小值.

解　 (1)C = π
3 (过程略);

(2)若角 C 的平分线交 AB 于点 D,则∠ACD =

∠BCD = π
6 .

因为 S△ABC = S△ACD + S△BCD,

所以
1
2 AC· BC· sin∠ACB = 1

2 AC· CD·

sin∠ACD + 1
2 BC·CD·sin∠BCD,即 1

2 ab· 3
2 = 1

2 b·

2 3 × 1
2 + 1

2 a·2 3 × 1
2 ,整理得

2
a + 2

b = 1,则a +

2b = (a + 2b) 2
a + 2

b( ) = 4b
a + 2a

b + 6≥2 4b
a × 2a

b +

6 = 4 2 + 6,当且仅当
4b
a = 2a

b ,即 a = 2 b = 2( 2 + 1)

时,等号成立,故 a + 2b 的最小值为 4 2 + 6.
点评 　 求解第(2)问时,根据三角形的面积关

系,得出 a,b 满足的等量关系,再利用常值换元,为
进一步利用基本不等式解题创造了条件,对问题的

顺利解答起到事半功倍的作用.
九、小结

与三角函数有关的最值问题或取值范围问题,
形式多种多样,因此也就可以用多种不同的、行之有

效的方法求解. 上述几例均可用其他方法求解,请大

家不妨试一试,以开阔解题思路,培养思维品质[1] .
新高考数学特别强调基础性考查,注重方法的普适

性[2],因此,同学们在学习的过程中,既要注重对于

基本知识、概念、原理等的深入理解、掌握与运用,不
断完善认知结构,形成整体性知识体系,也要注意总

结各种不同类型问题的求解策略和方法,不断提升

分析问题和解决问题的能力,发展数学思维,方能在

答题中游刃有余.
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