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GeoGebra 助力高中生　 　 　
　 　 　 直观想象素养的提升

肖阳芳　 　 徐金润　 　 邵贵明　 　 熊建军

　 　 【摘　 要】直观想象素养需要借空间想象思维帮助学生构建抽象结构. 文章以多面体外接球为载体,从知

识生成和习题探索两个角度,借助 GeoGebra 揭示知识生成过程和问题内在的联系,让学生基于视觉的观察感

知数学对象,在几何交互环境中突破学生的思维阈限,提高数形结合能力,从而将提升直观想象素养落于

实处.
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　 　 一、问题提出

《普通高中数学课程标准(2017 年版)》 (下称

《课标》)指出,学科核心素养是育人价值的集中体

现,是在数学学习和应用过程中逐步形成和发展

的[1] . 提升数学核心素养的教学,重要的是在教学中

使学生真正理解、掌握知识,并能灵活运用,在这个

过程中,使他们掌握数学思想方法和提高思维能力,
达到知其然且知其所以然[2] .

在科技迅猛腾飞的今天,我们如何在教学实践

中使学生知其所以然? 如何提升学生的直观想象素

养呢? 比如对抽象的立体几何内容,学生难以理清

几何结构各要素关系;对于习题中的动点最值问题,
学生难以想象出动点轨迹及数量关系,这都是提升

直观想象素养的绊脚石.
鲍建生对几何教学提出建议,认为几何教学应

该建立在直观经验的基础上[3] . 范希尔曾说过,假如

能呈现对直观的洞察,应有助于学生学习抽象的几

何概念. 如若将信息技术与数学课堂有效融合,优化

教学生态,为学生理解知识本质提供直观模型,给学

生提供探索实验的环境,培养学生几何直观、空间感

以及几何作图方法,可切实提升学生的核心素养.
二、GeoGebra 辅助数学教学对提升直观想象素

养的重要性

笔者在对一线教师关于提升学生直观想象素养

的访谈中发现,他们主要希望运用动态几何软件辅

助教学解决两部分问题:一是借助动态几何软件,依

托教学内容,比如立体图形的外接球和内切球问题、
立体图形的截面问题等,让学生直观感受复杂几何

体的生成过程,并理解图形之间的内在联系,把抽象

的空间图形直观化;二是对于立体几何中动点、动直

线引起的最值问题,希望借助软件的特定功能,将动

态问题可视化、具象化,发展学生的空间认知和想象

力,能用平面图形描述问题和解决问题.
GeoGebra(下称 GGB)是一款能同框呈现代数与

几何关系的动态几何软件,揭示数学各要素之间复

杂的动态逻辑关系,重要的是其与使用者具有高度

的互动性,使用者可以通过“旋转—拖曳”功能,依自

己的目标和想法操作几何对象以观察存在于其中的

性质或关系,不同功能区可以同步交互,实时观察,
呈现数学知识的多元表征,具有直观便捷的特点[4] .
且 GGB 官方网站提供在线教学资源平台及操作教

程,使得各学科阶段都能交流使用. 施良方曾提出运

用教学媒体进行声像呈示,可以使学生各种感官得

到延伸,把学生的感官难以感觉到和不可能感觉到

的事物、现象、事件,直观、形象地再现给他们,拓展

学生认识客观世界的时空广度. 同时声像呈示还可

改变知识的抽象、概括化层次,适应学生的认识发展

水平,便于学生接受[5] . 本文展示了 GGB 在提升学

生直观想象素养方面的作用和魅力.
三、教学过程展示

数学教学中,学习新知和解决习题都是提升学

生直观想象素养的有效载体. 多面体的外接球问题

·91·



高中数学教与学　 　 2024. 5　 　 　 　 　 　 　 　 　
SENIOR HIGH SCHOOL EDUCATION:MATHS TEACHING AND LEARNING

　 　 　

涉及球与多面体的双边知识,它虽然已经被教科书

删除,但每年高考都会出现有关球外接和内切的问

题. 而传统教学方式对这类知识通常教以秒杀秘籍

或答题模板,学生也普遍缺乏空间想象力,更是对这

类知识一知半解,这使得学生直观想象素养的提升

较为困难,所以选用外接球问题的知识生成和习题

探索作为提升学生直观想象素养的发展点是合

适的.
(一)折叠模型的知识生成

下面以外接球的折叠模型为载体,借助 GGB 展

示几何体的生成过程. 折叠模型是指将等腰三角形

进行拼接或将菱形以对角线折叠出来的立体图形.
如图 1,在三棱锥 A - BCD 中,△ABD 和△CBD 均为

边长为 2 的等边三角形,且二面角 A - BD - C 为

120°,则三棱锥 A - BCD 外接球的表面积为多少? 根

据球的表面积公式 S = 4πR2,若知半径便得表面积.
对于这类问题,学生很难想象出外接球怎样与

三棱锥相接,现用数学动态几何软件直观感受图形

元素的生成过程. 在 GGB 中先画出立体图形(图 1),
接着在指令栏输入“外接圆(B,C,D)、外接圆(A,B,
D)”,再选择“中点 / 中心”工具,得出两外接圆圆心

(图 2).

图 1　 构造多面体

图 2　 各外接圆及圆心展示

外接球球心是以各自圆心为垂足作垂直于外接

圆的垂线的交点,输入命令“垂线(E,poly1)” “垂线

(F,poly2)”,3D 绘图区出现两条垂线,代数区显示

“直线 g、直线 h” . 用“交点”工具点选直线 g 和直线

h,代数区显示“点 O”,该点即为折叠模型外接球的

球心. 在代数命令区输入“球面(O,A)”命令构建外

接球(图 3) .

图 3　 展示外接球

将交点 O 与点 C 连接,OC 为球半径. 根据题目

要求和已知条件进行分析,在 3D 绘图区连接待用线

段,隐藏无关变量(图 4).

图 4　 重要变量图

将空间问题平面化,运用等量关系建立等式求

结果. 这时,我们便通过 GGB 将立体几何问题完整

地、直观地转化为平面图形问题.
因为折叠模型具有一般性,教学中教师可以使

用软件功能改变模型折叠的角度,或者通过软件的

放缩、拖曳功能改变图形的大小,实时了解动态变化

的折叠模型,抓住变化中的不变量;学生也可以从自

身的疑惑点出发,运用旋转视图和移动视图操作、观
察几何元素,借图形直观认识数学问题、表达数学问

题,启迪解决此类问题的思路,以达到对这类模型的

本质理解. 同时让学生感受几何关系的形成过程,给
学生未来进行空间想象提供范式,提高数形结合能

力,从而提升学生的直观想象素养.
(二)外接球问题的习题探索

已知正四棱锥的侧棱长为 l,其各顶点都在同一

球面上. 若该外接球的体积为 36π,且 3≤l≤3 3 ,则
该正四棱锥体积的取值范围是多少? 先借助 GGB
代数区、绘图区及 3D 绘图区同步功能,设置侧棱长

的滑动条,观察因侧棱长变化引起正四棱锥体积的

变化(下页图 5).
引导学生观察:正四棱锥的体积是怎样被侧棱

长影响的? 根据正四棱锥的体积公式 V = 1
3 Sh 可知,
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图 5　 正四棱锥体积变化图

侧棱长的范围影响高的取值范围,进而影响正四棱

锥体积的取值范围. 接着来寻找正四棱锥的高与外

接球的半径有怎样的联系.
根据球心是过两截面圆的圆心作垂直于各截面

圆的垂线的交点这一定义,在 GGB 中输入指令“外
接圆(E,B,C)”,再选择“中点 /中心”工具,显示外

接圆的圆心 G. 选择垂线工具,依次点选点 G 和

△EBC,绘图区出现一条垂线. 用“交点”工具选择垂

线和正四棱锥的高,即得点 O,这点为外接球的球

心. 输入“球面(O,D)”,绘图区显示正四棱锥的外接

球(图 6).

图 6　 正四棱锥外接球展示

引导学生通过旋转、放大功能对图形进行交换,
观察并结合已有知识可发现,外接球的球心位于高

所在的直线上,同时正四棱锥的高、侧棱长和底面对

角线构成直角关系. 将空间位置平面化,根据已知的

等量关系求得结果. 用 GGB 软件帮助学生打开思

维,渗透数形结合、空间问题平面化等数学思想方

法,引导学生在关联的情境中构建相应的几何图形,
用图形探索解决问题的思路,这恰恰是课标对直观

想象素养提出的水平要求.
四、结束语

数形结合是一种特殊的能力. 借助 GGB 能展

示数形变化之间的相辅相成,基于视觉的观察能感

知数学对象并加深对图形变化的理解. 通过视觉方

法与几何方法的交互作用,为学生学习几何概念和

结构创造环境、提供工具,同时运用 GGB 的拖曳和

旋转功能,在可视化、具象化的数学实验环境中感

受知识生成和问题探索,学习如何从直观展示中形

成解题思路,如何找寻问题解决的关键. 本文呈现

的样例是静态操作,教师在教学中应遵循主体性、
启发性、探究性、趣味性、适度性原则,有效地将

GGB 软件与数学课堂融合,希冀让学生感受突破思

维阈限的过程,提高几何直观、空间想象力,使学生

知其然且知其所以然,以此提升学生的直观想象素

养[6] . 但在具体教学中,GGB 只能作为一种辅助教

学的工具,要使教学有意义,需要先了解学生是否

已经具备了一定的几何知识,否则会损害学生的几

何思维.
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