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【学科视点】

数学的德育、智育和美育
———ICME -15 数学教育哲学专题讨论回眸

王萍萍　 　 严亚强

　 　 【摘　 要】通过 ICME - 15 的研究成果系统地分析数学的智育和美育的含义、基点、维度和层次,论述数学智

育和数学的美育与德育的关系,从哲学的视角阐明正确的数学教育观念.
　 　 【关键词】数学教育哲学;数学德育;数学智育;数学美育;ICME - 15

　 　 一、引言

第 15 届国际数学教育大会( ICME - 15)于 2024
年 7 月在澳大利亚悉尼隆重举行,来自 97 个国家和

地区的 2300 多名数学教育学者齐聚一堂,共谋数学

教育的发展.
作为大会的一个重要部分,全体会议小组的 2 个

讨论议题(Plenary Panels)针对数学教育界较具争议

的领域,邀请著名学者进行了现场研讨交流[1]:议题

一是“当面对如气候变化、流行病、国际冲突和持续

不平等等问题时,除确保各国拥有具有数学素养的公

民外,数学教育在伦理和实践方面面临哪些挑战?”,
议题二是“数学教育质量的衡量依据是什么?”,均与

数学德育、智育和美育有关,这些都属于数学教育哲

学的研究范畴.
大会的专题研究组(Topic Study Groups)TSG 5. 8

“数学哲学与数学教育”一共贡献了 14 篇论文,其中

就有 6 篇研究了数学德育、智育和美育的相关专题,
如“数学和谐的体验”“创造力与理性”“数学的态度、
假说和自由”“数学伦理实践的规范化”等.

此外,大会的专题调查组报告(Survey Team Re-
ports)的 4 个核心主题之一是“数学评价的挑战和展

望”,大会 59 个特邀讲座( Invited Lectures)中的若干

报告,如我国学者王光明的报告“中小学生数学学习

质量智能测量研究的中国经验”、荷兰学者的报告

“有意义、相关和包容的数学教育”等,都反映出教育

质量在科学、伦理和美学等方面的综合考虑突破了现

有数学教育评价的研究思路,成为本次大会的一大

亮点.
受 ICME - 15 的专题研究组 TSG 5. 8 的优秀成果

的启示,本文试图阐明数学德育、智育和美育在育人

功能上的一些主张.
德育、智育和美育的问题,是一个教育哲学的问

题,上可追溯到 1795 年席勒的《美育书简》和 1861 年

斯宾塞的《教育论:智育、德育和体育》以及蔡元培先

生 1917 年之文《美育与人生》,而数学教育背景下的

德育、智育和美育问题的综合研究最早是 1992 年的

《漫谈数学教学中辩证法因素的德育、智育、美育

功能》 [2] .
今天我们所看到的数学教育实践中的种种偏差,

几乎都与对数学的德育、智育和美育的认识不清有

关. 早在三年前,华东师大的顾泠沅和徐斌艳两位教

授就在 ICME - 14 大会报告上提出“成绩上去了,学
生不聪明怎么办?” “近几年的数学认知水平正在不

断下降”等严峻问题,可见数学教育远非“因数而智”
这么简单,而是应从科学、伦理和美育的角度进行评

价的一门综合性学科.
张奠宙先生在二十年前就厘清了数学学科德育

的含义、基点、维度和层次等问题[3 - 4],这些研究不仅

系统解决了数学德育的内容和结构,而且可以说是为

教育评价的维度分析建立了逻辑框架. 本文将借用这

个框架讨论数学智育和数学美育.
二、张奠宙的数学德育思想

张奠宙关于数学德育的研究最早可见于专著

《数学学科德育的理论与实践》,后又集中体现在教

材《数学教育概论》 [5] 中. 他认为:确定数学德育的一

个基点是“喜欢数学”,三个维度是“人文精神、科学

素养和道德品质”. 因为,“衡量一个数学教师实施德

育是否成功的基本标准是‘学生是否热爱数学’”“一
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个学生能够从喜欢数学开始,进一步热爱是非分明的

数学真理,追求数学理性的科学精神,接受数学真善

美的熏陶,崇敬数学先贤的伟大贡献,数学德育的基

本要求也就达到了”. 反之,“如果学生只是奉命学习

数学,为功利学习数学,甚至讨厌数学,那就什么都谈

不上了”.
张奠宙提倡“从数学本身的价值中体现其道德

价值,数学的智育和德育做到真正的融合”,反对“从
数学外部硬性赋予德育功能”. 他发现德育的渠道主

要有三个方面:一是权威的指导和道德教育;二是社

会和舆论的行为规范;三是文化的熏陶(学校教育、
民俗传统、文学艺术、科学意识等等,无声地感染人们

的心灵). “数学是一种文化,因而数学教育是第三渠

道中的一部分,能给学生以某种文化熏陶. ” “既然只

是一种文化熏陶,数学教学的德育功能就是有限的,
不能指望通过数学教学使学生养成完善的人格,但
是……数学可以在很大程度上使人脱离低级趣味,具
备健全的思维品质和道德取向. ”

于是,张奠宙阐明的数学德育的六个层次有横向

和纵向两个维度,横向是“从数学本身的文化到本身

的数学美”,纵向是从数学哲学到“并无太多数学特

征的课堂文化”,具体是:层次 1,数学本身的文化内

涵,以优秀的数学文化去感染;层次 2,数学内容的美

学价值,以特有的数学美去陶冶;层次 3,数学课题的

历史背景,以丰富的数学发展史去激励;层次 4,数学

体系的辩证因素,以科学的数学观去指导;层次 5,数
学周围的社会主义现实,以昂扬的斗志去鼓舞;层次

6,数学学习的共同体环境,以优良的互助文化去塑造

(图 1).

图 1
这六个层次,层次 1 ~ 2 源于直接的数学内容,是

微观的课程学习中容易感悟的;层次 3 ~ 4 是接触了

宏观、系统的数学观才能实现的;层次 5 ~ 6 是在数学

学习的良好环境中形成的. 张奠宙先生在文[4]中对

每个层次都举了例子,读者可从中进一步了解.
从下面的分析中可以清楚地看到,数学德育是与

数学智育和美育相辅相成、协调同步的.

三、数学智育

(一)数学智育的内涵、基点和维度

智育,就是提高才智、发展智力的教育. 根据

2022 年版《辞海》对智育的描述,智育是“全面发展教

育的重要组成部分. 基本任务是:传授哲学、自然科学

和社会科学的基础知识和基本技能;发展学生认识能

力,包括思维品质、方法、策略等;提高学生综合运用

知识解决问题、进行创造性活动的能力. ” [6]2938 值得

注意的是,曾出现于 1999 年版《辞海》的“使学生热

爱学习、善于学习、乐于学习,以适应社会对人智能的

要求”从“智育”的释义中删除了,这说明智育、德育

和美育的“难分难舍”. 习惯上,智育的内容就是传授

知识、形成技能、发展智力、培养学习兴趣和习惯这四

个方面.
智育的渠道主要有两个方面:一是家庭和社会的

环境影响,包括独立精神和自由思想的熏陶;二是正

规的学校教育,其中也有两种典型的教育方式,其一

是“伯乐”对于天赋异禀的“千里马”的教育(精英教

育),其二是普通的文化教育(大众教育). 这里只讨

论大众化的学校课程教学.
学校大众化智育的渠道也可以归为三个方面:知

识、能力、态度. 这也就是当代中国数学教育正在逐渐

认清的事实———核心素养. 因为“素养”一词就由这

三个方面构成. 我国从 2000 年开始废除数学“教学大

纲”,启动“课程标准”的研制,将数学教学由“教的目

标”转向“学的目标”,开始出现知识与技能、过程与

方法、情感态度与价值观的“三维目标”. 北京师范大

学林崇德组织国家重大课题组对“素养”进行了研

究[7],经过近 10 年的发展,教育界基本上达成了共

识:“知识”(通俗地说就是文化知识)的教育是学校

智育的载体,它是指基础知识和基本思想两个方面的

理论知识;“能力”是思维能力和才智的总称,它包括

各种层次的思维能力,也包含基本技能、基本活动经

验在内的应用和创新的实践型智能;“态度”是情感

态度和价值观的总称,是跨越于智育、德育和美育之

间的一种表现形式.
数学学科智育是通过学校里的数学教育(主要

是数学课堂教学)所实施的智育活动. 其基点是数学

兴趣,也就是喜欢数学. 这也是衡量一个数学教师实

施智育是否成功的基本标准,因为只有对数学产生兴

趣,才能调动奥苏贝尔所说的“内驱力”,形成数学活

动中的自我效能感和意志力,进而通过数学提高才智

和发展智力.
因此,数学相关的智育有文化知识、思维能力、实
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践经验、情感态度四个维度.
本次 TSG 5. 8 交流中,Y. Horihata 对“数学态度”

的见解令人耳目一新:“通过数学获得一种数学态

度,就有可能认识和接受具有不同价值观的人(这也

可以说是对那个人的假说). 这是因为理解和承认另

一个人的行为意味着移除(改变)一些自己的假说和

采用其他人的假说……一旦接受了他人的假说,与其

交流也就有了可能. 因此,培养一种数学态度使我们

有可能去理解并与那些有着不同价值观的人交流,从
而意识到自己的偏见,并采用更好的价值观,就有可

能拥有更自由的思想. 数学态度也是向别人学习的必

要条件……此外,数学态度通过将‘自己和他人’价

值观的相对化来培养平等的精神. ” [8]

(二)数学智育的层次

数学智育的层次也可以从课标中找到线索,毕竟

课标里大多数是对智育的要求.
层次 1:数学知识的内容和结构,建构对基础知

识的基本认知;层次 2:数学的方法和技能,建立分析

问题和解决问题的思维基础;层次 3:数学思想和核

心素养,养成用数、符号、模型进行表达和交流的思维

习惯,形成抽象、推理、运算、几何直观和数据分析等

理性思维;层次 4:数学应用和活动经验,养成联系的

思维习惯,形成数学应用与建模、数学实验[9] 等数学

素养,体验实践在认知过程中的作用;层次 5:数学文

化,从数学之史、数学之用、数学之趣和数学之美等角

度形成情感、态度和价值观,养成与数学相关的人文

素养;层次 6:数学发现和问题提出,培养勇于探索的

科学精神,利用数学眼光、数学语言和数学思维等实

践基础,发展对数学的好奇心;层次 7:数学创造,形
成抽象、批判和反思的哲学思维,并用于输出数学成

果;层次 8:数学的处世方式,将数学的高阶思维和哲

学思维应用到美德伦理中,规范自身行为,指导或影

响社会的文明发展.
以上 8 个层次,既是思维层次由低到高的数学表

现,又是与数学的“距离”由近及远的划分,是对数学

智育研究成果的总结[10] . 其中,层次 1 ~ 2 是基本智

能,层次 3 ~ 4 是数学素养,层次 5 ~ 6 是情感态度和

人文素养,层次 7 ~ 8 是数学创造和哲学思维. 曹一鸣

指出:“当代数学教育要重视知识、理论、方法、技能

和应用,密切联系生活,培养学生用数学的意识和创

新能力. ” [11]康玥媛、曹一鸣从认知要求的视角审视

中、美、英、澳、芬、新六国义务教育阶段的数学课程标

准,研究发现:识记、程序性操作、表达、数学推理、问
题解决、联系是课程标准的共同要求,我国关于表达、

联系和问题解决类的认知要求均少于其他五国. 其中

“联系”是指数学内部知识之间的联系、数学与其他

学科之间跨学科的联系,以及联系实际问题,即将数

学知识与校外生产、日常生活相联系. 这种高水平认

知是实现高层次智育目标的必要条件. 但是,“我国

对‘联系’类要求有所不足” [12] .
(三)数学教学与智慧发展

众所周知,应试能力和智慧不是同一回事,后者

主要表现在表达、推理、联系和创造等方面的能力. 章
建跃教授的观点[13] 可以帮助我们更好地分析“智慧

发展”的问题:
(1)“知识的意蕴就是知识所蕴涵的理性内涵,

包括知识的价值、知识的精神、知识的情感等,它是知

识的精义和主旨所在. ”所以教师应基于统摄的哲学

认识(逻辑起点、思维工具、真理性等数学哲学观

念),理解数学对象、性质、地位与作用的数学核心概

念和思想方法,再分解到“双基”教学;同时应该帮助

学生实施相反的认识过程,即具体事例→个别规律→
一般规律→思想、观念. 应“发挥核心概念及其反映

的数学思想方法的引领作用”. (TSG 5. 8 中 G. Riva
和 E. Rottoli 恰好也讨论这个问题,他们称这两个方

向的过程为“哲学实践”和“教学实践” [14] . )
(2)思维是指理性认识,数学思维可以概括为一

个结构(定义概念—推导性质—建立联系—实践应

用)、两个方向(归纳和演绎)、三种语言(符号语言、
图形语言、普通文字语言)、四种形式(逻辑推理、代
数运算、几何直观、数形结合),它们是一棵参天大树

的根和主干. 它所形成的枝叶(数学内容和方法)是

人类智慧的最精彩的绽放,“当前课堂教学中普遍存

在的问题是,把注意力集中到了‘枝繁叶茂’的追求,
而忘却了‘根和主干’的重要性. ”教学中应该注重数

学思维的完整性(纵向联系和横向关联)、系统性(整
体观和全局观)和创新性(发现问题和提出问题).

(3)在具体的教学方法上,教师“要使学生掌握

研究一个数学对象的具体方法”(数学探究),要让学

生感悟“数学方法因解决问题的需要而产生” (再创

造),“要使学生会用数学语言思考和表达” (交流),
要“加强用数学解决实际问题的教学” “在探寻前人

解决问题的足迹中增长智慧”,要“限制课堂容量,延
长知识获得过程,给学生‘悟’的时间”.

郑毓信教授归纳了很多哲人对智慧的理解[15]160,
以下是部分摘录:

“单纯传授知识的教育是一种结果的教育、继承

的教育,培养智慧的教育是一种创新的教育,创新的
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教育更多的是一种过程的教育…… 教学不仅要教给

学生知识,更要帮助学生形成智慧. 知识的主要载体

是书本,智慧则形成于经验的过程中,形成于经历的

活动中. ” [16]

“智慧的教育”不应被等同于经验的简单积累,
而应当更加强调数学思维由较低层次向更高层次的

发展. 我们也应明确肯定“数学智慧”的反思性质,
“只要儿童没能对自己的活动进行反思,他就达不到

高一级的层次. ” [17]

斯根普提出了关于“习惯性学习”和“智慧性学

习”的区分[18],“智慧性学习”不是发生在行动之后,
而是先于行动,这就使得我们有可能在各种不同的环

境达到各种不同的目标. 由于“智慧性学习”主要依

赖于由实际经验抽取出概念和借助于语言对此进行

操作的能力,因此,这就是人类特有的学习方式,并构

成了人类优于其他动物的主要原因. 斯根普还曾具体

提及,数学学习是 95% 的“智慧性学习”辅以 5% 的

“习惯性学习”,这事实上清楚地表明了数学学习对

于人类智慧发展的特殊意义.
郑毓信认为,与传统的“刺激—反应”模式相比,

由美国著名心理学家加涅给出的关于人类行为的模

型(图 2)更为合理. 特别是,由此我们可以清楚地认

识思维活动的层次性:相对于外部信息的接受和主体

的适当反应而言,“期待”和“执行控制”属于更高的

层次———如果借用人工智能的术语,后者可被认为构

成了所谓的“指导系统”,而这又可被看成人类智慧

的集中表现,即具有高度发展的“指导系统”……以

下则是数学教育的主要使命:我们应当通过数学教学

让学生一天比一天更加智慧,一天比一天更加聪明,
即应当努力促进学生思维的发展与理性精神的

养成[15]257 .

图 2　 思维活动的层次

四、数学美育

《辞海》云:美育亦称审美教育、美感教育,是关

于审美与创造美的教育. 美育通过对艺术美、自然美、
社会美的审美活动和理性的美育教育,使人树立正确

的审美观念,培养健康的审美趣味,提高对于美的欣

赏力与创造力. 美育是教育事业的一个有机组成部

分,是美学的目的之一. 艺术有其特殊的审美感染力

量,是推行美的重要途径[6]1535 .
我国的数学课程标准中,“认识数学的科学价

值、应用价值、文化价值和审美价值” [19]和“对数学具

有好奇心和求知欲,了解数学的价值,欣赏数学美,提
高学习数学的兴趣,建立学好数学的信心,养成良好

的学习习惯,形成质疑问难、自我反思和勇于探索的

科学精神” [20]就蕴含着数学德育和美育的要求. 按照

张奠宙对数学德育的分析逻辑,经过 70 多位数学一

线教师和专家提供意见,我们将数学美育的内容框架

归纳如下:
美育的途径有理性教育和审美活动两个方面. 在

数学教育中,理性教育就是教师主动地指导正确的审

美观念、数学美(包括数学思想方法)的欣赏;而审美

活动则是通过学生的数学实践活动培养健康的审美

趣味,提高欣赏力和创造力 (艺术设计、创作能力

等). 因此,数学美育的基点仍然是“喜欢数学”,数学

美育的维度可以划分为以下三部分:审美趣味、美的

创造、美的感染. 审美趣味包括美的观念和标准(美
的含义和真善美的价值观)、美的观察和评价;美的

创造是指基于美的要求的知识应用、艺术设计和创作

等;美的感染是指数学美育在与数学德育和数学智育

相互联系和渗透中,发挥人性美的力量.
数学美育具有独特的内容、方法和效能. 在“培

养全面发展的人”的教育中具有特殊的意义.
数学美育有五个层次. 层次 1:数学知识中的数

学美,理解知识之美和方法之美. 学生通过数学知识、
技能和方法的教学,初步形成美的观念,理解数学美

的形式和方法. 层次 2:数学文化中的数学美,感悟思

想之美和文化之美. 学生通过数学思想的明示和暗

示,欣赏数学更深层次的美,理解数学美在改造人性、
发展文明中的作用. 层次 3:数学应用中的创新之美.
通过应用和建模、数学写作等实践活动,形成创造美

的能力. 层次 4:数学教学互动中的感染之美. 在课程

的编排和教学实施中,课程的理念、教材的框架和形

式、教师的风格和品德带给学生感染的力量. 层次 5:
数学德育中的心灵之美,实现真善美的德育目标. 这
是离数学概念最远的,通过美的教育和美的活动,形
成求真务实的品质、美德伦理的精神、追求完美的

思想.
这五个层次可以分为三类:层次 1 ~ 2 属于数学

内容中的审美趣味,层次 3 是数学应用和实践中的美

感,层次 4 ~ 5 属于课程实施中由智育和德育形成的

人性之美的升华.
数学的学习和研究是有个“美学标准”的,即使
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没有上升到德育的高度,数学美育也是不可或缺的.
哈尔莫斯曾说:“数学是创造性的艺术,因为数学家

创造了美好的新概念;数学是创造性的艺术,因为数

学家像艺术家一样地生活,一样地工作,一样地思索;
数学是创造性的艺术,因为数学家这样对待它. ” [21]

在本次 TSG 5. 8 中,E. Allahyari 交流了《体验数

学和谐:一个现象学方法》 [22],他把体验到了数学的

快乐和美丽称为体验到了数学和谐 (Mathematical
Harmony).

五、数学德育、智育和美育中的几种偏见

对于数学德育三维度,人们往往认为科学素养是

“占比再多也不为过的”,因为社会上出现了很强的

“对科学的崇拜,对科学的神化”的现象,有人断章取

义地指出人文精神和道德品质的要求使“数学教育

承受着无法承受的负担”,要知道独立、自由、追求完

美的精神才是通过数学培养“成人”的真谛. 正如拉

图尔所说,我们应当“利用人文学科之确定性来揭露

自然科学和科学主义的虚伪自负”. [23]

新加坡是数学教育非常发达的国家,世界上数十

个国家都使用新加坡的数学教材. 新加坡教育部提出

“思考的学校,学习的国家”的口号,其数学课程框架

的五边形模型(图 3)的上面两个元素(态度和元认

知)就富含美育和德育精神.

图 3　 新加坡数学课程框架的五边形模型

我国经过几十年的课改,数学课程标准已经将融

合智育、德育和美育的目标阐述得非常周全. 相对来

说,数学课程标准中的智育要求是核心部分. 问题在

于,有些教师认为数学教育的全部内容就是数学智

育,因而“情感、态度和价值观”这种“非智力因素”就
得不到重视,而这正是德育和美育之所在;更有教师

认为,考试成绩(如中考分数)就是检验智育成败的

标准,于是应试教育方式大行其道,而这就远离了

“智”的本意. 有人把教育的内容归于“奶”和“蜜”两
个字,前者是指知性教育,后者指诗性教育,即精神成

长;前者是智,后者是德与美.
数学教育的实践中往往有人认为数学美育对智

育发展是没有多大意义的. 这次 TSG 5. 8 中 B. Cz-

arnocha 介绍了他关于创造力和艺术与非理性的关系

的研究[24] . 诺贝尔奖获得者斯佩里的左右脑功能分

工图可以更直观地说明他的观点(图 4):左半脑主要

担负分析任务,如逻辑推理、数学计算、写作等;右半

脑则与空间概念、识别、构思、音乐、颜色的辨认以及

直观思维和创造能力有关. 如果过分强调逻辑思维的

训练,右半脑的功能就不可能得到充分发挥,从而也

就不利于创造能力的培养,因为,这些行动都是由右

半脑指挥的. 与此相对照,如果我们有意识地加强美

的鉴赏能力,右半脑的功能就可得到充分发挥,从而

自然也就有利于创造能力的培养. 又由于左、右半脑

在生理机制上是互相联系的,因此右半脑的发展也有

利于左半脑的发展,进而促进抽象思维及分析能力的

培养. “我们不仅应当加强对于数学美的欣赏,也应

努力提高整体性的艺术修养. 尽管音乐、绘画和文

学欣赏等并不能给数学学习与研究以直接的帮助,
但却可以拓展人们的文化视野,丰富他们的想象

力,提高他们的审美情趣…… 总之,我们既应加强

逻辑思维的训练,努力提高抽象思维的能力,又应

注意培养学生的数学直觉,培养他们对于数学美的

鉴赏能力. ” [15]68

图 4　 左右脑功能分工图

六、结论

数学的德育、智育和美育的每一部分都是数学教

育中不可缺少的. 它们实际上分别联系着伦理、科学

和美学的文化领域,也关系到知、情、意的完整人格,
体现真、善、美的价值标准. 张奠宙先生说:“数学的

智育和德育做到真正的融合,才是我们努力追求的目

标. ”让我们通过著名数学史学家M. 克莱因的言语来

理解这三者的融合:“数学是一种精神,一种理性的

精神. 正是这种精神,激发、促进、鼓舞并驱使人类的

思维得以运用到最完善的程度,亦正是这种精神,试
图决定性地影响人类的物质、道德和社会生活;试图

回答有关人类自身存在提出的问题;努力去理解和控

制自然;尽力去探求和确立已经获得知识的最深刻的

和最完美的内涵. ” [25]
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TSG 5. 8 中 C. Buell 和 V. Piercey 建议给数学教

师进行伦理学培训,加强他们对数学实践的力量和责

任的理解,同时也通过伦理学视角,让数学框架为社

会、文化、经济和政治目标的整合而服务[26] . 与此同

时,M. Marciniak 在《基于流行病和技术发展对未来范

式转变的预测》 [27]中呼吁,由于孩子在十多年的学生

生涯中科技进步日行千里,教育范式不应僵化,“教
师应该依靠自己的创造力,而不是依靠现成的教科

书,因为他们的工作需要对不断变化的范式立即做出

反应. 教师应该从那些有创造力并且重视学生创造力

的人中挑选,因为这是在迅速变化的教育环境中保证

成功的唯一技能…… 应调整评价制度,以适应教学

范式在学生教育过程中的巨大变化”.
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