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用数学奏响音乐:跨学科视角下的
等比数列概念教学

葛诗滢　 　 丁福军

　 　 【摘　 要】文章基于跨学科视角,认识音乐与数学自古的渊源与当代的断裂,抓住音乐律制发展与等比数

列知识的紧密联系,设计音乐融入等比数列概念的教学案例,为学生提供用数学的眼光看音乐的机会. 在具体

教学过程中,注重寻找音乐与数学的联结,发展跨学科思维,体会数学的实用性与和谐美,激发学生学习数学

的热情.
　 　 【关键词】跨学科;等比数列;概念教学;音乐

　 　 《普通高中数学课程标准(2017 年版 2020 年修
订)》(以下简称《课标》)提出“强调数学与生活以及
其他学科的联系”“不断引导学生感悟数学的科学价

值、应用价值、文化价值和审美价值”的课程理念[1],
要求从跨学科视角进行数学教学,挖掘数学价值. 同
时,在选修 D 类课程中首次设置的“音乐中的数学”
为数学教学提供了新视角. 音乐自古便与数学有着
无法割舍的紧密联系,在发展的道路上更是相辅相
成. 然而,在倡导学科跨界、各科交融的今天,音乐与
数学却被认为是两门风马牛不相及的学科,有着难
以逾越的鸿沟. 音乐背景的人对数学望而生畏,数学
背景的人对音乐一窍不通,这种陌生的断裂与冰冷

的隔阂需要更多的关切[2] .
目前,可以查阅到有关音乐融入数学教学的文

献较少,真正落实到课堂中的更难以看到,断裂的文
化态势或许会导致危险的文化倾向,从数学与音乐
的交融点寻找数学教学的新方向,是时代赋予我们
的深沉问题. 因此,本文基于跨学科视角,站在音乐
与数学的历史交汇点上,抓住音乐律制发展与等比
数列知识的紧密联系,进行音乐融入等比数列概念
的教学设计,以期为优化等比数列概念教学提供
启示.

一、音乐中的等比数列
音乐与数学有着古老的渊源,早在古希腊时期,

毕达哥拉斯提出“万物皆数”的哲学概念,由此发现
琴振动的音高与弦长之间的关系,以比例 1􀏑2,
2􀏑3,3􀏑4 沟通数学与音乐,建立起音乐中的重要音
程. 毕达哥拉斯进一步将音乐和谐的数字比例推广
至其他领域,建立起和谐宇宙观,认为整个宇宙都是
一部“和谐的世界合唱”. 这使得数与音乐成为当时

的流行词,数学家被称为音乐家,音乐家也成为研究
“数—比例—和谐理论”的数学家,音乐在古希腊文
明的入口被定义为一门数的学科[3] . 同样,我国的传
统教育“六艺”把“乐”与“数”并列其中. 1978 年出土
的曾侯乙编钟显示出精湛的音乐水平与乐器制造工
艺,这离不开对音数关系的深刻认识,春秋战国时期
的《管子·地员篇》中也提到了音乐中的数学比例
关系[4] .

音乐本身充满着数学,音乐的发展也促进了数
学的应用. 律制是以某特定音程为基础,用数学方法
规定的一系列乐音高度的体系. 在律制的发展中,数
学与音乐紧密地联系在一起,比例的运用创生了中
西方最早的律制“三分损益律”和“五度相生律”,而
律制中的移调问题也引发了千年来的数学思考,直
到应用等比数列知识建立起十二平均律才得以解
决. 十二平均律(也称“等程律”)由我国明代朱载堉
所创立,朱载堉称它为“新法” “密率”. “新法”是指
创立了不同于“三分损益法”的新律制算法;“密率”
是指 2 的 12 次方根,即122

[5]
. 朱载堉通过大量的比

较、研究和声学实验,发现只有在一个八度内取十二
律的方法才是明智的;在批判性地总结前人的研究
成果后,懂得只有运用等比数列的方法才能够达到
“旋宫转调”. 当时尚未有求解等比数列的方法,也无
分数指数幂运算与开高次方的先例,朱载堉谋求解
决音乐律制中的旋宫问题,其必然结果是发现十二
平均律,而解决十二平均律带来的数学问题又使他
攀上了另一座数学高峰[6] .

二、教学过程
(一)创设情境,引入新课

情境　 钢琴被称为“乐器之王”. 标准钢琴有 88
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个琴键,能够产生 88 个不同的音符,每个琴键对应
的音名与频率如图 1 所示.

图 1　 钢琴琴键及其音名与频率

问题 1　 将 A3 到 A4 的琴键对应频率依次排
列,可得数列:220,233. 08,246. 94,261. 63,277. 18,
293. 66,311. 13,329. 63,349. 23,369. 99,392,415. 3,
440. 这个数列是等差数列吗? 请尝试通过不同的运
算寻找这些数之间的规律.

师生活动　 学生通过计算发现上述数列不是等
差数列,但后一项与前一项的比值始终都约等于
1. 059. 由此, 教师点明本节课要学习的特殊数
列———等比数列,并引导学生思考钢琴琴键的频率
呈现这样的特点是巧合吗? 比值 1. 059 究竟蕴含着
什么样的数学知识?

设计意图　 通过钢琴这一学生熟悉的乐器创设
情境,以琴键频率作为数列,寻找其规律,使学生初
步感知数学与音乐的联系,点明新课内容并为后续
等比数列在音乐律制中的应用做好铺垫,激发学生
继续学习的兴趣.

(二)类比归纳,形成概念

问题 2　 类比等差数列的概念,给等比数列下一
个精确定义,并思考如何用符号表示.

师生活动　 学生类比等差数列概念给出等比数
列的精确定义:一般地,如果一个数列从第 2 项起,
每一项与它的前一项的比值为同一个常数,称这个
数列为等比数列. 教师说明这个常数称为等比数列

的公比,用符号 q 表示,可表示为
an

an - 1
= q;教师引导

学生思考当公比 q 为正、负数以及 1,0 时的特殊情
况,发现 q 不能为 0.

问题 3　 在情境 1 中,若已知 A3 的频率,如何通
过计算得到 E4 的大致频率? B4 和 D5 呢?

师生活动　 学生通过观察钢琴琴键的位置,发
现 E4 为 A3 后第 7 个琴键,因此,E4 的大致频率为
220 × (1. 059) 7,同理可得 B4 和 D5 的大致频率.

问题 4　 设钢琴第一个琴键频率为 a1,后一个琴
键频率为前一个的 q 倍,则第 n 个琴键频率是多少?

还能利用其他方法推导等比数列的通项公式吗?
师生活动　 学生在问题 3 的基础上通过归纳法

得到等比数列的通项公式 an = a1·qn - 1 . 此外,教师
引导学生从等比数列的定义出发,类比等差数列,利
用累加法求通项的方法,用累乘法求等比数列的通
项公式.

问题 5　 如何直观地看到等比数列的变化情况?
师生活动　 学生想到可以把数列表示为直角坐

标系中的散点,教师出示图象,引导学生结合通项公
式观察,发现其与指数函数紧密关联.

设计意图　 通过类比和归纳,引导学生从情境
中抽象出等比数列的定义并求解通项,渗透知识迁
移、从特殊到一般的思想、数形结合的方法,感受等
比数列的图象特点,以及与指数函数的关系,理解等
比数列的本质.

(三)音数交融,拓展延伸

师生活动　 教师点明等比数列在我国音乐律制
的发展历史中起到了划时代的作用,介绍律制是对
八度音程内的音进行特定选择的过程,带领学生从
律制发展感受等比数列的实用性.

问题 6 　 “三分损益律”是我国最早采用的律
制,通过“三分损益法”计算振动体长度以确定各音.
《管仲·地员篇》中记载其生律方法,以数值 81 作为
基准弦长(即为宫音),“三分益”即将其三等分后增

加其长的
1
3 (即原来的

4
3 ),“三分损”即减少其长的

1
3 (即原来的

2
3 ),自宫音起先益后损依次求得各音

弦长,按音高排列为“徴羽宫商角”. 《史记·律书》
中先损后益依次计算,按音高排列为“宫商角徴羽”.
试用“三分损益法”分别计算先益后损和先损后益得
到的各音及弦长.

师生活动　 学生独立计算并列表 1 如下:
　 　 表 1 学生计算得到数据

先益后损 81 108 72 96 64

先损后益 81 54 72 48 64

　 　 教师说明弦长(或管长)与音高(或频率)成反
比,学生按音高排列如表 2 所示:
　 　 表 2 按音高排列后数据

先益后损 108(徴) 96(羽) 81(宫) 72(商) 64(角)

先损后益 81(宫) 72(商) 64(角) 54(徴) 48(羽)

　 　 学生观察表格发现两种计算顺序所得“宫商角”
三音对应弦长一致,而“徴羽”二音对应弦长为两倍
关系. 教师说明两种方法计算所得“徴羽”两音刚好
距离八度音程,即二音的音高关系,频率成比例
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1􀏑2,相隔八度的音听起来非常相似,称为“八度等
效”现象.

问题 7　 “三分损益法”在我国律制中占有重要
地位,但带来的问题困扰了数学家和音乐家数千年.
随着音乐的发展,五声调式不能满足音乐需求,因
此,利用“三分损益法”又生两律,构成七声调式,按

音高排列得到数列:81,72,64,5129 ,54,48,1283 . 结合

计算,观察这一数列有什么特点? 存在什么问题?
师生活动　 学生通过计算发现,后一项与前一

项的比值均为
8
9 ,但512

9 和 54 除外,因此不是等比数

列. 教师说明,这带来了音乐律制中的“旋宫转调”问
题,即移调问题. 移调是指改变起始音的音高后,其
余各音也随之改变相同音程,即改变相同频率比.

问题 8　 为解决“旋宫转调”问题,《吕氏春秋·
音律篇》中记载,在七声调式基础上又生五律,得到
我国最早的十二律,按音高顺序排列为“黄钟、大
吕、太簇、夹钟、姑冼、中吕、蕤宾、林钟、夷则、南吕、
无射、应钟、清黄钟” . 但“旋宫转调”问题并未解
决,与此同时出现了音乐律制中第二个问题———无
法实现“黄钟还原”,即十二次生律后生成的清黄
钟并不是高八度的黄钟音. 若各音弦长按生律过程
排列,写出其通项公式,从数列角度说明为何无法
实现“黄钟还原” .

师生活动　 若记第 n 个音对应弦长为 an,则可
抽象出如下数学问题:

已知数列{an},首项 a1 = 81,递推公式为

an =

2
3 an - 1,n 为偶数;

4
3 an - 1,n 为奇数

ì

î

í

ï
ï

ïï

(其中 n≥2),

判断是否存在正整数 n,使得 an =
81
2 .

学生根据“三分损益法”的生律过程,归纳求解
或递推求解,得到数列通项公式为

an = 81

2
3( )

n
2

· 4
3( )

n
2 - 1

,n 为偶数;

81 2
3( )

n - 1
2

· 4
3( )

n - 1
2

,n 为奇数.

ì

î

í

ï
ï

ïï

验证不存在正整数 n 使得 an = 81
2 ,因此,“三分损益

法”必然导致“黄钟无法还原” . 教师介绍音乐史上
曾用“三分损益法”继续生律得到“京房六十律”和
“钱乐之三百六十律”,虽然极大缩小了音差,但依旧
无法实现“黄钟还原”,更因分律过细而丧失实用价
值. 直到南北朝何承天转变“一味增加律数”的做法,

将黄钟与清黄钟的音差分为 13 项等差数列依次加
于各律,从十二律内部进行调整实现“黄钟还原”,然
而使得“旋宫转调”更为复杂.

问题 9　 “黄钟不能还原”问题历经了千年,直
到明朝皇世子朱载堉创立“新法密率” (即今“十二
平均律”)才得以解决,同时“旋宫转调”问题也随之
而解. 这一新法使得黄钟生律十二次能够回到高八
度的倍黄钟,并且移调自由. 若假设起始律黄钟的频
率为 1,结合本节课的知识猜测新法如何解决两大音
律难题.

师生活动　 学生由“黄钟还原”得出倍黄钟频率
为 2,移调自由即十二音律之间相邻音程相等,相邻
项比例相等,也就是要解决“已知首项、末项和项数
后,求解这个等比数列”的问题. 结合等比数列知识
抽象出数学问题:若等比数列{an}首项为 1,末项为

2,由 13 项构成,求公比 q. 计算得 q = 122≈1. 059. 教
师介绍朱载堉的“新法密率”正是用到了等比数列的
思想,公比为朱载堉称为“密率”的数值,即音程. 这
个等比数列的各项便是“十二平均律”各音的频率,
钢琴的琴键正是依据十二平均律制造的. 教师紧接
着引导学生思考,结合所学解决“黄钟不能还原”问
题仅需短短几分钟,历史上十二平均律为何花费千
余年才建立. 教师介绍朱载堉所处的时代背景,尚未
建立音程概念,也无等比数列精确定义,提问“朱载
堉又是如何想到利用等比数列建立新法的呢?”引导
学生继续了解朱载堉建立“新法密率”的思路历程.

问题 10　 设 3 项 a,G,b 成等比数列,试用 a,b
表示 G.

师生活动 　 学生根据等比数列的概念,得 G
a =

b
G ,化简得 G2 = ab,即 G = ab,教师点明 G 称为 a

与 b 的等比中项. 朱载堉创立新法的第一步便蕴涵
了等比中项的思想,从倍黄钟到黄钟,弦长减少一半
其间分布十二个音律,朱载堉当时便意识到要想“旋
宫转调”十二音律之间一定存在某种等量关系,通过
弹奏试验可发现等差关系不能“旋宫转调”,由此判
断可能存在等比关系[7] . 记黄钟弦长为 2,则倍黄钟
弦长为 1,蕤宾位于黄钟与倍黄钟正中,三者成等比

数列,因此蕤宾 = 黄钟 × 倍黄钟 = 2 . 第二步同

理,蕤宾和黄钟正中的南吕 = 蕤宾 ×倍黄钟 = 2 .
问题 11　 朱载堉判断黄钟、蕤宾与倍黄钟三者

存在等比关系,若从项数来看,首项为倍黄钟,末项
黄钟为第 13 项,正中间的蕤宾为第 7 项,由此可得
a2

7 = a1·a13,同理得到 a2
10 = a7·a13 . 结合等比数列知

识说明两个等式的正确性,观察下标你能得出什么
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猜想,能否进一步推广并证明.
师生活动 　 学生结合等比数列的通项,得到

a2
7 = (a1q

6) 2 = a2
1 q

12,a1 a13 = a1 ( a1 q
12 ) = a2

1 q
12,验证

a2
7 = a1a13成立. 同理可得 a2

10 = a7a13 . 教师引导学生理
解等比数列中相隔等距离的项组成的数列仍是等比
数列,随后通过观察两个等式的下标归纳得到猜想:
若 2s = m + n,则 a2

s = aman . 进一步推广为:若 s + t =
m + n,则 asa t = aman .

设计意图　 让学生通过计算了解“三分损益律”
的生律过程,认识八度音程以及移调概念,融音乐知
识于数学教学,经历音乐律制的发展过程,以数学眼
光来看移调问题,用数列解释“黄钟不能还原”. 利用
等比数列以及音程概念尝试解决音乐律制发展中的
两大难题,理解朱载堉创立新法的等比思想,在解决
问题中巩固知识、深化认知,体会数学的实用性,增
强用数学解决问题的信心,认识音乐与数学的紧密
联系与相辅相成.

(四)梳理小结,情感升华

师生活动 　 教师引导学生回顾等比数列的定
义、通项、图象以及等比中项等性质,认识等比数列
在音乐律制发展中的巨大作用,感悟音乐与数学的
密切联系.

设计意图　 回顾梳理本节课所学,巩固知识,形
成体系,感受音数关联,提高音乐与数学素养.

三、教学反思
(一)寻找音乐与数学的联结,发展学生跨学科

思维

数学是理性的思维,音乐是感性的艺术,二者就
其“抽象本质”达成一致. 音乐基于数学理论不断发
展,数学在音乐中的运用也促进了自身的进步. 《课
标》指出,数学教育要提升学生的数学素养,引导学
生会用数学的眼光观察现实世界,会用数学的思维
思考现实世界,会用数学的语言表达现实世界. 因
此,本节课通过寻找音乐与数学的联结点,将音乐融
入数学教学,这不仅是对音乐的审美体验,更让学生
认识到音乐中富含数学因子,二者紧密关联,相辅相
成,为学生提供用数学眼光看音乐的机会,借助数学
视角更加理性地认识音乐规律,感受音乐之美. 同
时,课程与教学中强调跨学科思维,即不囿于学科边
界,重视学科内部、外部的知识交叉、融合,通过跨学
科整合知识以解决问题的思维方式[8] . 本节课中,用
等比数列知识解决音乐律制发展中“黄钟不能还原”
与“旋宫转调”问题,感受音乐中音程与数学中比例
的关系,认识移调问题的本质是音程不等,进而为等
比数列思想的运用提供了启示,促进学生跨学科思
维的发展.

(二)彰显数学的实用与美感,培育学生积极的

数学情感

数学并不是冰冷的、位于神坛上的学科,相反,
数学以其基础性和实用性在各门学科中都有渗透.
本节课带领学生用数列思考“黄钟不能还原”问题,
经历朱载堉利用等比数列建立“新法密率”的过程,
体会数学知识与思想对促进音乐律制发展的重大意
义,让学生感受数学的实用价值,以及在对和谐美的
追求上,音乐与数学的一致性. 此外,在数学学习中,
学生经常表现出负面的情绪和动机,认为数学枯燥
乏味,毫无美感可言,甚至是无用的. 而音乐作为一
门艺术,则被认为是涤荡心灵、舒缓情绪,并且富含
美的学科. 因此,将音乐融入数学教学,增添了数学
学习的趣味. 本文从钢琴琴键的频率规律出发,激发
学生探索的热情,用数学解决音乐史上的难题,让学
生感受到数学的强大力量与价值所在,进而培养学
生积极的数学情感.
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